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1 Introducere
Odată cu dezvoltarea continuă a tehnologiei, un volum semnificativ de informaţii sunt

generate din diverse surse, prin urmare, impactul dimensionalităţii devine o provocare în inter-
pretarea datelor. Datele de dimensiuni mari (en.: big data) sunt date digitale eterogene generate
de companii şi persoane ale căror caracteristici (volumul mare, diversitatea formelor, viteza de
procesare) necesită instrumente de stocare şi analiză informatică specializată [46]. Tehnicile
de extragere a informaţiilor şi a caracteristicilor trebuie identificate pentru a obţine rezultate
favorabile într-un timp util. Conform literaturii ştiinţifice de specialitate [59], descompunerile
tensoriale, cum ar fi Parafac şi Tucker, sunt utilizate pentru extragerea caracteristicilor şi rezol-
varea problemelor de clasificare oferind astfel posibilitatea de a studia datele evitând costul de
calcul ridicat. Imaginile hiperspectrale (en. hyperspectral images (HSI)) devin un instrument
valoros cu un domeniu larg de utilizări, cum ar fi cartografierea, monitorizarea mediului, detec-
tarea dimensiunii şi formelor zonelor urbanizate. O imagine hiperspectrală este o imagine cubică
tridimensională compusă din sute de imagini spaţiale. Deoarece imaginile hiperspectrale sunt
de dimensiuni mari, acestea pot afecta analiza datelor datorită costului computaţional mare [62].
Metodele şi tehnicile existente de recunoaştere a formelor, dar şi a descompunerilor tensoriale
au numeroase aplicaţii atât în clasificarea imaginilor hiperspectrale, cât şi în clasificarea gesturi-
lor. În ceea ce priveşte diversitatea metodelor de intrare, gesturile executate cu mâna în aer (en.:
mid-air hand gestures) sunt tehnici de interacţiune în plină dezvoltare. Datele generate şi trans-
mise de dispozitivele care încorporează senzori pentru detecţia acestor gesturi tind să crească în
mărime şi dimensionalitate oferind astfel o mulţime de informaţii valoroase. Această creştere
este adesea considerată o provocare în studiul datelor de dimensiuni mari. Drept urmare, extra-
gerea caracteristicilor şi procesarea lor folosind algoritmi şi tehnici care îşi propun să înţeleagă
gesturile mâinii sunt folosite în sistemele informatice cu un timp de răspuns interactiv.

În acest context, scopul acestei lucrări este circumscris reducerii dimensiunilor mari
ale datelor şi extragerii caracteristicilor folosind descompuneri multiliniare algebrice ten-
soriale în vederea obţinerii unei precizii şi acurateţi ridicate de clasificare pentru probleme
de învăţare supravegheată şi nesupravegheată.

Obiectivele acestei lucrări sunt:
ˇ Realizarea unui studiu explorativ despre clasificarea imaginilor hiperspectrale utilizând

algoritmi de învăţare supravegheată şi nesupravegheată.
ˇ Propunerea de metode de învăţare nesupravegheată a imaginilor hiperspectrale utilizând

descompunerile tensoriale şi segmentarea imaginilor.
ˇ Propunerea unei metode de învăţare nesupravegheată pentru date de tipul imaginilor hi-

perspectrale utilizând descompunerile tensoriale, diagramele Voronoi şi formele tari care
reduc semnificativ dimensiunea datelor.

ˇ Prezentarea unor studii explorative despre interacţiuni gestuale cu inele smart şi interac-
ţiuni în interiorul şi exteriorul vehiculelor.

ˇ Propunerea unei metode de învăţare supravegheată a gesturilor executate cu mâna în aer
utilizând descompunerile tensoriale care urmăreşte îmbunătăţirea acurateţii clasificării şi
reducerii timpului de calcul.
Teza este structurată în 8 capitole şi bibliografie.
Capitolul 1 începe cu o introducere generală, fiind descrise obiectivele, motivaţia cerce-

tării, inclusiv modul în care a fost structurată şi organizată teza de doctorat. Capitolele 2 şi 3
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prezintă noţiunile teoretice cu privire la descompunerile tensoriale şi algoritmii de învăţare auto-
mată utilizaţi în dezvoltarea metodelor specifice recunoaşterii formelor. Capitolul 4 introduce
noţiuni teoretice despre imaginile hiperspectrale, metodele şi tehnicile de analiză şi procesare
utilizate în literatura ştiinţifică de specialitate, inclusiv legătura dintre descompunerile tensoriale
şi modelele spectral unmixing) [43, 60]. Explorarea diverşilor algoritmi de învăţare supraveghe-
ată [7] şi nesupravgheată [6] pentru imagini hiperspectrale preluate de sateliţi specializaţi, dar
şi rezultatele obţinute în urma extragerii caracteristicilor folosind descompuneri tensoriale sunt
prezentate şi discutate în Capitolul 5. De asemenea, două metode de segmentare a matricilor
de abundenţă (en.: abundance matrix [43]) [5, 31] care au la bază descompunerea tensorilor
imaginilor hiperspectrale sunt propuse în acelaşi capitol.

Capitolul 6 introduce ometodă de recunoaştere a formelor din imaginile hiperspectrale care
urmăreşte eficientizarea procesului de învăţare nesupravegheată [8]. Metoda propusă vizează
reducerea semnificativă a cerinţelor privind resursele de calcul prin utilizarea descompunerilor
tensoriale şi diagramelor Voronoi, dar şi a obţinerii unei precizii mai bune prin identificarea
formelor tari. Folosind o metodă euristică de clasificare a formelor tari, o partiţie optimă este
identificată, iar diagrama Voronoi corespunzătoare poate fi construită astfel extinzând clasifi-
carea la întreaga imagine hiperspectrală. În ceea ce priveşte evaluarea performanţei metodei
propuse, sunt discutate rezultatele obţinute pentru seturi de date sintetice şi imagini hiperspec-
trale preluate de sateliţi. Printre altele, este descrisă o metodă de rezolvare a problemelor de
restaurare a imaginilor digitale folosind diagrame Voronoi [13].

Capitolul 7 prezintă stadiul actual cu privire la recunoaşterea gesturilor executate cu mâna
în aer folosind date colectate de la senzori IMU (en.: Inertial Measurement Units). În această
direcţie, sunt prezentate şi discutate rezultatele unui analize sistematice a literaturii ştiinţifice
din domeniu care are ca scop identificarea metodelor de procesare a datelor colectate de la sen-
zori inerţiali şi a algoritmilor utilizaţi în literatură pentru recunoaşterea gesturilor executate cu
mâna în aer. Totodată, în Capitolul 7 este introdus intrumentul de tip aplicaţie web, Gestu-
RING [10, 57] care a fost susţinut de o analiza sistematică a literaturii ştiinţifice de specialitate
cu privire la inele smart realizată cu scopul de a explora diversitatea interacţiunilor gestuale.
În strânsă legătură cu gesturile utilizate ca metode de intrare, în acest capitol este prezentat în
detaliu un studiu despre interacţiunile dintre vehicule şi utilizatori. Acest studiu constă într-un
experiment de solicitare (en.: end-user elicitation study) a preferinţelor şoferilor şi pasagerilor
în ceea ce priveşte gesturile utilizate pentru controlul funcţiilor vehiculelor [30]. Explorarea
spaţiului din exteriorul vehiculelor a condus la introducerea cadrului conceptual intitulat “smart
vehicle proxemics” [11, 12] în cadrul căruia are loc o interacţiune fluentă dintre sistemul de in-
fotainment şi dispozitivele mobile şi purtabile ale şoferilor în timp ce aceştia traversează cinci
zone distincte identificabile, din interior la zona personală, zona deschisă distantă, zona deschisă
proximală şi zona ascunsă din afara vehiculului. Cadrul conceptual introdus confirmă oportu-
nităţile extinderii interacţiunilor şi în afara vehiculelor. Prin urmare, metoda DELMet propusă
în acest capitol se complementează reciproc cu studiile explorative realizate despre inele smart
şi interacţiuni în interiorul cât şi în exteriorul vehicululor. Metoda DELMet este dedicată clasi-
ficării gesturilor executate cu mâna în aer folosind descompunerile tensoriale pentru extragerea
caracteristicilor şi reducerea dimensionalităţii şi o metodă ansamblu de învăţare propusă pentru
a creşte acurateţea clasificării.

Capitolul 8 prezintă contribuţiile aduse, concluziile finale, diseminarea rezultatelor şi di-
recţiile viitoare de cercetare. Teza se încheie cu o listă de referinţe bibliografice.
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2 Descompuneri tensoriale

2.1 Tensori
Tensorii sunt forme multiliniare care au fost introduse pentru a

extinde noţiunile de scalari, vectori şi matrici. Tensorii descriu relaţii
dintre vectori, fiind astfel independenţi sistemului de coordonate. Or-
dinul unui tensor X 2 RI1£I2£¢¢¢£IN este N , iar fiecare componentă este
notată astfel: xi1,i2¢¢¢ ,in .

2.2 Descompunerea canonică poliadică
Descompunerile tensoriale sunt metode utile de extragere a caracteristicilor care pot fi fo-

losite ulterior în recunoaşterea formelor datorită posibilităţii de a captura structuri multiliniare
din seturi de date de dimensiuni mari şi de ordin superior [41]. În literatura ştiinţifică de spe-
cialitate descompunerea canonică poliadică (en.: Canonical Polyadic Decomposition (CPD sau
CANDECOMP)) este cunoscută şi sub numele de analiza factorilor paraleli (en.: Paralell Factor
Analysis (Parafac)) sau CANDECOMP/PARAFAC [64].

Parafac descompune un tensor ca o sumă de R tensori de rang unu, unde R reprezintă
numărul de componente al descompunerii [21]. Descompunerea Parafac pentru un tensor X 2
RI£J£K este definită astfel (vezi Ecuaţia 2.1 şi Figura 2.1):

X …
RX

r ˘1
ar –br – cr ¯E · �A,B ,C� (2.1)

unde R 2 N reprezintă numărul de componente, ar 2 RI , br 2 RJ , cr 2 RK sunt componentele
de rang unu şi – este produsul exterior. Descompunerea Parafac returnează trei matrici factor
care conţin componentele de rang unu, A ˘ [a1,a2, ¢ ¢ ¢ ,aR ] 2 RI£R , B ˘ [b1,b2, ¢ ¢ ¢ ,bR ] 2 RJ£R şi
C ˘ [c1,c2, ¢ ¢ ¢ ,cR ] 2 RK £R corespunzătoare celor trei dimensiuni ale tensorului X 2 RI£J£K [27].

Figura 2.1: Reprezentarea grafică a descompunerii Parafac în R componente corespunzătoare tensorului
X de ordin N ˘ 3 (conform [27])

.

Pentru a obţine o desompunere ideală se alege cel mai mic număr de tensori de rang unu
care în sumă generează tensorul X , această problemă NP dificilă implică alegerea unui număr de
componente care să reprezinte cât mai bine tensorul X . În acest caz se recomandă experimen-
tarea prin compararea unor numere diferite de componente cu scopul de a alege cea mai mică
valoare R care oferă o potrivire cât mai bună [27].
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2.3 Descompunerea Tucker
Metoda Tucker [27] descompune un tensor într-un tensor nucleu şi mai multe matrici factor

care corespund fiecărei dimensiuni a tensorului original. Descompunerea Tucker este o formă de
analiză a componentelor principale (en.: Principal component analysis (PCA)) de ordin superior.
Pentru un tensor de ordin N ˘ 3 (X 2 RI£J£K ), descompunerea Tucker este definită astfel:

X … G £1 A £2 B £3 C ˘
PX

p˘1

QX
q˘1

RX
r ˘1

gpqr ap –bq – cr ˘ �G ; A,B ,C� (2.2)

X G A 

C 

B ≈ 

Figura 2.2: Descompunerea Tucker pentru un ten-
sor X 2 RI£J£K (conform [27]).

X 
G A 

B 
≈ 

Figura 2.3: Descompunerea Tucker2 pentru un
tensor X 2 RI£J£K (conform [27]).

G 2 RP£Q£R este tensorul central iar valorile sale descriu nivelul de interacţiune dintre
componente, A 2 RI£P , B 2 RJ£Q şi C 2 RK £R sunt matricile factor care corespund celor trei
dimensiuni ale tensorului X şi P , Q şi R reprezintă numărul de componente a matricilor factor
corespunzătoare celor trei dimensiuni [27] (vezi Figura 2.2). Tensorul nucleu poate fi văzut ca
o versiune comprimată a tensorului original dacă I ¨ P , J ¨ Q şi K ¨ R [27].

Descompunerea Tucker2 [27] a unui tensor de ordin N ˘ 3 stabileşte una dintre matri-
cile factor ca fiind matricea identitate (I), prin urmare descompunerea este definită astfel (vezi
Figura 2.3):

X … G £1 A £2 B ˘ �G ; A,B ,I�, C ˘ I şi K ˘ R. (2.3)

Metoda Tucker descompune un tensor în componente fiind de asemenea o metodă de redu-
cere a dimensionalităţii şi compresie [40], un aspect important pentru a reduce costul de calcul.
De asemenea, descompunerea Tucker deţine avantajul extragerii de caracteristici utile care stau
la baza unei acurateţi crescute de clasificare [41].
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3 Metode şi tehnici de recunoaştere a formelor
Recunoaşterea formelor este o problemă de clasificare unde obiectele sunt descrise cu

ajutorul caracteristicilor şi sunt reprezentate ca şi puncte în spaţiul formelor [29]. Rezolva-
rea problemelor de recunoaştere a formelor presupune utilizarea de diverşi algoritmi, cum ar
fi, învăţarea supravegheată, învăţarea nesupravegheată, învăţarea semi-supravegheată, învăţa-
rea profundă (en. deep learning) sau învăţarea prin întărire (en. reinforcement learning) [2].
Algoritmii de învăţare supravegheată sunt inductivi şi pornesc de la un set de exemple ale unei
probleme urmărind identificarea unei funcţii, denumită predictor care să permită clasificarea
unor instanţe noi [2]. Astfel, clasificarea datelor folosind algoritmi de învăţare supravegheată
presupune gruparea acestora având la bază modele prestabilite cunoscute sub numele de “clase
de antrenament”. Acestea sunt grupări de referinţă ce corespund realităţii fiind folosite înaintea
clasificării de noi instanţe pentru antrenare în aplicarea algoritmilor în practică [51]. Învăţarea
nesupravegheată presupune clusterizarea variabilelor în diferite grupuri fără definirea unor pre-
dictori [2]. Aceşti algoritmi nu au nevoie de clase de antrenament fiind lăsaţi singuri să identifice
gruparea şi ordinea existente intrinsec în cadrul datelor în funcţie de anumite criterii. Compa-
rativ cu învăţarea supravegheată, învăţarea nesupravegheată poate identifica în datele de intrare
noi concepte [51]. În ceea ce priveşte învăţarea semi-supravegheată, este un tip de învaţare su-
pravegheat, dar şi nesupravegheat. Algoritmii semi-supravegheaţi se antrenează cu un număr
mic de date şi tratatează datele neetichetate ca fiind date de testare [45].

Performanţa algoritmilor este importantă pentru a putea identifica probabilitatea ca aceştia
să prezică etichetele corect. Atunci când există un set de date cu clasificare cunoscută se pot
calcula diverse mărimi pentru evaluarea performanţei clasificării1, cum ar fi, acurateţea, preci-
zia, reamintirea, scorul F, matricea de confuzie, sau pierderile validării încrucişate. Atunci când
nu există un set de date cu clasificare cunoscută se pot calcula diverse mărimi pentru evaluarea
performanţei clusterizării/grupării1, cum ar fi, scorul Silhouette sau indexul Davies-Bouldin.

În această teză de doctorat sunt aplicaţi algoritmi de învăţare supravegheată, cum ar fi,
cei mai apropiaţi k vecini (K-Nearest Neighbor (KNN)), Bayes Gaussian şi Bayes Multinomial
Naiv, analiza discriminantă liniară (Linear Discriminant Analysis (LDA)), arbori decizionali
(Decision Tree (DT)), maşini cu vector suport (Support Vector Machine (SVM)), propagarea
etichetelor (Label Propagation (LP)), algoritmi de învăţare nesupravegheată, cum ar fi, K-means,
gruparea ierarhică, deplasarea mediei (Mean-shift), algoritmul punct central (K-medoids), dar
şi analiza componentelor principale (en.: Principal Component Analysis (PCA)).

1
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4 Procesarea imaginilor hiperspectrale

4.1 Imagini hiperspectrale
Imaginile hiperspectrale sunt capturate de senzori imagistici hiperspectrali şi sunt date tri-

dimensionale care conţin sute de benzi spectrale continue [55]. Tehnologia de teledetecţie preia
imaginile în diferite lungimi de undă şi apoi le transmite pe pământ prin telecomunicaţii [53]
(vezi Figura 4.1), ceea ce oferă posibilitatea de a obţine informaţii de pe suprafaţa pământului
fără a avea contact cu elementele din zona de interes.

Figura 4.1: Colectarea datelor hiperspectrale utilizând tehnologia de teledetecţie.

Semnătura spectrală a unui material este unică fiind un instrument puternic pentru identifi-
carea materialelor care sunt prezente într-o zonă de interes [61]. Un material poate fi identificat
din semnătura sa spectrală dacă sistemul de detecţie are o rezoluţie spectrală şi spaţială suficientă
pentru a distinge spectrul său de al altor materiale [3] deoarece la diferite lungimi de undă mate-
rialele reflectă şi absorb diferit. Imaginile hiperspectrale pot fi văzute ca tensori de ordinul trei,
unde primii doi indici reprezintă informaţia spaţială, iar cel de-al treilea indice indică dimensiu-
nea spectrală. După cum imaginile hiperspectrale sunt considerate a fi date de dimensiuni mari,
acest lucru poate fi un avatanj în ceea ce priveşte acurateţea rezultatelor, dar şi un dezavantaj
datorită cantităţii mari de date care trebuie procesate. Acest fenomen a fost numit fenomenul
Hughes sau blestemul dimensionalităţii [22], iar evoluţia noilor tehnologii şi algoritmi vine în
ajutorul analizei şi înţelegerii datelor de dimensiuni mari.

4.2 Metode şi tehnici de recunoaştere a imaginilor hiperspectrale
Recunoaşterea formelor aplicată pentru datele de tipul imaginilor hiperspectrale este un

subiect de interes, prin urmare, acurateţea predicţiilor, dar şi complexitatea algoritmilor sunt
măsuri importante având în vedere utilizarea sporită în diverse domenii de aplicare. Evalua-
rea mai multor algoritmi de învăţare automată supravegheată [23] şi nesupravegheată [1] a fost
studiată în literatura ştiinţifică de specialitate cu scopul de a testa şi de a identifica cei mai potri-
viţi algoritmi pentru clasificarea imaginilor hiperspectrale. Analiza datelor de dimensiuni mari
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reprezintă o provocare deoarece depăşesc capacitatea software şi hardware şi nu pot fi tratate
în mod obişnuit, dar şi datorită prezenţei pixelilor cu format mixt. Algoritmii pentru descom-
punere tensorială utilizaţi în analiza imaginilor hiperspectrale au scopul de a reduce datele de
dimensiuni mari, de a extrage esenţialul, de a explica datele, dar şi de a obţine modele precise
uşor de analizat pentru identificarea materialelor şi estimarea diverşilor parametri dintr-o zonă
de interes [59].

4.3 Modele Spectral Unmixing
Procesul de spectral unmixing vizează descompunerea imaginilor hiperspectrale într-o co-

lecţie de membri finali şi abundenţele fracţionate, în acest fel se obţin informaţii despre materi-
alele pure prezente în zona de interes inclusiv distribuţia lor [24]. Dobigeon et al. [38] afirmă
că analiza spectrală este un instrument valoros deoarece oferă informaţii spaţiale şi spectrale
compacte şi esenţiale despre imaginile hiperspectrale, pot fi interpretate fizic şi pot fi folosite în
scenarii nesupravegheate.

4.4 Legătura dintremodelul Linear Spectral Unmixing şi descompunerile
tensoriale
Linear Spectral unmixing este un instrument puternic pentru datele hiperspectrale şi se re-

feră la orice proces care recuperează componentele spectrale pure, numiţi membri finali şi un
set de abundenţe fracţionale care indică proporţia fiecărui membru final [26]. Membrii finali re-
prezintă materialele pure prezente în imagine, în timp ce setul de abundenţe pentru fiecare pixel
reprezintă procentul fiecărui membru prezent în pixel. Conform lui Qian et al. [43] informaţiile
despre poziţia spaţială sunt păstrate în tensor, desompunerile tensoriale oferind o precizie mai
bună pentru problemele de spectral unmixing. Având în vedere că imaginile hiperspectrale sunt
forme tridimensionale, descompunerile trilinare, e.g., descompunerea Parafac, pot fi, de aseme-
nea, utilizate pentru analiză şi procesare. Conform modelelor spectral unmixing, tensorul unei
imagini hiperspectrale poate fi aproximat printr-o sumă de termeni, unde fiecare termen repre-
zintă produsul exterior dintre o matrice şi un vector, prin urmare, matricea descrie abundenţele
fiecărui pixel [43]. Considerând faptul că informaţiile despre poziţia spaţială sunt păstrate în
matrice, Qian et al. [43] afirmă că produsul dintre matricilor factor A şi B obţinute în urma des-
compunerii Parafac ce corespund dimensiunilor spaţiale [27], A ¢BT este matricea abundenţelor
(en.: abundances matrix). În consecinţă, este stabilită o legătură între descompunerile tensoriale
şi modelele spectral unmixing [43].

4.5 Concluzii
Imaginile hiperspectrale au o structură multidimensională motiv pentru care analiza tenso-

rială poate fi o soluţie în vederea obţinerii de caracteristici valoroase care pot fi ulterior utilizate
ca date de intrare pentru diverşi algoritmi de învăţare automată. Conform Kolda şi Bader [27],
analiza şi prelucrarea tensorială constă în două metode de bază, descompunerea unui tensor ca
suma a unui număr finit de tensori de rang unu (PARAFAC) şi descompunerea unui tensor într-
un tensor nucleu şi matrici factori de-a lungul fiecărei dimensiuni (Tucker). Drept urmare, în
capitolele următoare sunt propuse metode de clasificare a imaginilor hiperspectrale şi a gesturi-
lor care au la bază descompunerile tensoriale de bază utilizate pentru extragerea caracteristicilor,
reducerea dimensiunilor mari a datelor şi creşterea acurateţii clasificării.

13 / 40



Laura-Bianca Bilius | Contribuţii în recunoaşterea formelor utilizând descompuneri tensoriale | 2022

5 Analiza imaginilor hiperspectrale utilizând tehnici de învă-
ţare automată

5.1 Tehnici de învăţare supravegheată
Clasificarea imaginilor hiperspectrale presupune analiza, identificarea şi măsurarea mate-

rialelor de pe suprafaţa pământului fără a avea contact direct cu acestea. În vederea studierii
rezultatelor generate de algoritmi pentru învăţare automată supravegheată, această secţiune vi-
zează utilizarea algoritmilor celor mai apropiaţi k vecini, Bayes Multinomial şi Gausian Naiv,
analiza discriminantă liniară, arbori decizionali şi maşini cu vector suport folosind date hiper-
spectrale reale2. Pentru evaluarea predicţiilor, diverşi indicatori de performanţă, cum ar fi va-
loarea acurateţii, matricea de confuzie, scorurile F1, timpul de execuţie şi pierderea validării în-
crucişate (en.: cross-validation loss) au fost calculaţi [7]. Conform rezultatelor obţinute, SVM
(en.: Polynomial Kernel) deşi este mai costisitor din punct de vedere al timpului de calcul a
obţinut cele mai bune valori ale acurateţii („ ˘ 0.925). Un algoritm de învăţare supravegheată
care a obţinut valori ale acurateţii foarte bune este 3NN („ ˘ 0.905), cu menţiunea că timpul de
execuţie prevăzut este mai satisfăcător decât SVM (en.: Polynomial Kernel). Dintr-un alt punct
de vedere, deşi algoritmii SVM liniar („ ˘ 0.785) şi Bayes Multinomial („ ˘ 0.725) au oferit
cele mai mici valori ale acurateţii dintre algoritmii studiaţi, timpul de execuţie a fost mai scurt.

5.2 Tehnici de învăţare nesupravegheată
Având în vedere că algoritmii de învăţare supravegheată nu pot fi utilizaţi în toate cazurile

deoarece ne obligă să avem cunoştinţe anterioare despre materialele prezente în teren, această
secţiune prezintă un studiu al performanţei algoritmilor de învăţare nesupravegheată, cum ar fi
k-means şi gruparea ierarhică pentru clusterizarea imaginilor hiperspectrale. Pe lângă acest stu-
diu, este prezentată şi discutată metoda Parafac-k-means ce presupune utilizarea descompunerii
Parafac în vederea reducerii dimensiunii seturilor de date şi a algoritmului k-means pentru eti-
chetarea semnăturilor spectrale [6]. În scopul evaluării algoritmilor de învăţare nesupravegheată
au fost studiate şi analizate date hiperspectrale care au fost achiziţionate de pe site-urile Grupo
de Inteligencia Computational2 (S1, S2, S3 şi S4; rezoluţie de 1.3 m/pixel) şi U.S. Geologic
Survey3 (S5; rezoluţie de 30 m/pixel [37], nu deţine un set de date cu clasificare cunoscută).

În ceea ce priveşte metoda Parafac-k-means, sunt descrise rezultatele obţinute pentru setul
S5. Pentru început, descompunerea Parafac a fost aplicată tensorului imaginii hiperspectrale în
vederea reducerii dimensiunii mari a datelor şi extragerii caracteristicilor. Deoarece descom-
punerea Parafac este o metodă de analiză şi descompunere a datelor multi-direcţionale, pentru
recunoaşterea formelor se pot folosi instrumente de învăţare nesupravegheată. În urma des-
compunerii Parafac datele corespunzătoare dimensiunii spectrale au fost clusterizate folosind
algoritmul k-means. Construirea matricii de abundenţă ilustrată în Figura 5.1 (stânga) a fiecărei
clase dintr-o imagine hiperspectrală porneşte de la faptul că descompunerile tensoriale sunt vă-
zute ca modele liniare [59]. În Figura 5.1 (dreapta) se pot vedea hărţile de abundenţă construite
cu scopul de a evidenţia clasele identificate; culorile pornesc de la albastru pentru o contribuţie
scăzută, spre galben pentru contribuţie ridicată [52].

2
3
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În urma studierii rezultatelor obţinute, timpul de execuţie al clusterizărilor după utiliza-
rea descompunerii Parafac este vizibil mai mic (în medie, aproximativ 3000 „s, comparativ cu
aproximativ 1921s pentru gruparea ierarhică şi k-means a datelor matricizate; în cazul setului S2

timpul necesar execuţiei prelucrărilor algoritmilor este foarte mare, 3794s, restul timpilor fiind
în intervalul [0.030s, 36.47s]), unde timpul necesar execuţiei prelucrărilor algoritmului Parafac
este în medie 5.4 secunde. Drept urmare, descompunerile tensoriale sunt promiţătoare în analiza
datelor de dimensiuni mari.

Figura 5.1: Construirea matricilor de abundenţă pentru fiecare clasă identificată (a) şi reprezentarea
grafică a hărţii abundenţelor corespunzătoare clasei şapte identificată în setul S5 în urma aplicării metodei
Parafac-k-means şi probele 25 din 53 (b).

5.3 Segmentarea matricilor de abundenţă
Segmentarea imaginilor este o metodă folosită pentru a identifica obiecte şi graniţe în ima-

gini fiind un proces nesupravegheat de împărţire a unei imagini în mai multe segmente, astfel
suprafaţa şi regiunile vor fi izolate, devenind mai uşor de analizat [19, 54]. Conform metodei
de segmentare în subintervale egale studiată de Bilius şi Pentiuc [31], segmentarea imaginilor
hiperspectrale facilitează detectarea materialelor prin analiza vizuală şi compararea spectrelor
asociate cu fiecare regiune. Această secţiune propune o metodă nesupravegheată de clusterizare
a imaginilor hiperspectrale într-un număr definit de regiuni, care identifică materiale dintr-o
zonă de interes folosind descompunerile tensoriale şi segmentarea hărţii abundenţelor bazată pe
algoritmul nucleelor dinamice (en.: Dynamic Clustering Algorithm [16, 26]) [5]. În Figura 5.2
sunt ilustrate etapele metodei propuse pentru clusterizarea imaginilor hiperspectrale.

Figura 5.2: Fluxul procesului metodei de segmentare a matricii de abundenţă.

În dezvoltarea acestei metode [5] au fost utilizate date hiperspectrale preluate de pe site-ul
U.S. Geologic Survey3 cu o rezoluţie de 30 m/pixel [37]. Tensorul hiperspectral este de dimen-
siune 221£221£38. Metoda doreşte obţinerea unei reprezentări vizuale a matricii abundenţelor

15 / 40



Laura-Bianca Bilius | Contribuţii în recunoaşterea formelor utilizând descompuneri tensoriale | 2022

segmentată, numită harta abundenţelor segmentată [25]. Matricea abundenţelor a fost construită
folosind matricile factor corespunzătoare dimensiunilor spaţiale obţinute în urma descompune-
rii Parafac. Scopul este de a găsi un algoritm dedicat studiului datelor hiperspectrale utilizând
o tehnică rapidă şi eficientă. Construirea matricii de abundenţă este posibilă datorită legăturii
dintre modelele spectral unmixing şi descompunerea tensorială care oferă o interpretare uşoară
a datelor, păstrând structura spectrală şi spaţială fără pierderi de informaţii relevante.

Segmentarea imaginii constă în apli-
carea unui algoritm ce se bazează pe
principiul algoritmului nucleelor dina-
mice [16]. Pentru a alege numărul potrivit
de clase, au fost analizatemaimulte cazuri
care au fost ulterior comparate cu imagi-
nile satelitare, inclusiv dendrogramele co-
respunzătoare. Rezultatele experimentale ale metodei au furnizat regiuni omogene datorită des-
compunerii Parafac şi algoritmului nucleelor dinamice [16, 43]. În urma acestui pas, fiecărui
material îi este asociat vizual câte o etichetă. Acest lucru a fost realizat prin analizarea imagi-
nilor satelitare şi a hărţii abundenţelor. Aceste rezultate nu sunt supravegheate şi pot fi utilizate
pentru orice alt set de date hiperspectral, având avantajul că harta abundenţelor segmentată este
uşor de obţinut.

5.4 Concluzii

În urma analizării algoritmilor de învăţare supravegheată şi nesupravegheată, clasificarea
imaginilor hiperspectrale de dimensiuni mici se poate realiza cu succes. În ceea ce priveşte
seturile de date de dimensiuni mari, timpul necesar execuţiei prelucrărilor algoritmilor este cos-
tisitor devenind astfel ineficienţi, prin urmare, descompunerea Parafac deţine avantajul de a
genera modele de dimensiuni mici, uşor de interpretat. Hărţile abundenţelor obţinute în urma
descompunerii Parafac sunt omogene considerând că fracţiunea unui pixel dintr-o anumită clasă
este estimată de harta abundenţei corespunzătoare. Referitor la segmentarea imaginilor, metoda
eficientă care se bazează pe algoritmul nucleelor dinamice prezentat de Diday [16] şi metoda
de segmentare care asociază clasa unui material după un anumit prag de segmentare au oferit
rezultate foarte bune. Tehnicile de segmentare au fost utilizate pentru a obţine o reprezentare
care să faciliteze interpretarea informaţiilor conţinute în imaginea hiperspectrală. Procesul de
segmentare are loc în trei etape fiind un mod eficient şi economic din punct de vedere al re-
surselor imaginilor hiperspectrale. Contribuţia acestui studiu constă în utilizarea descompunerii
Parafac pentru a extrage abundenţele şi utilizarea a două metode segmentare pentru matricile
de abundenţă. Toate aceste prelucrări pot fi utilizate la proiectarea unui instrument speciali-
zat pentru analiza imaginilor hiperspectrale. Ţinând cont de rezultatele obţinute după utilizarea
descompunerilor multiliniare algebrice tensoriale, Parafac este utilă pentru analiza datelor de di-
mensiuni mari ca urmare a avantajelor privind reducerea timpului necesar execuţiei prelucrărilor
algoritmilor şi utilizarea eficientă a memoriei.

Contribuţiile prezentate în cadrul acestui capitol au fost publicate în următoarele lucrări
ştiinţifice A2, A7, A8 şi A13; vezi Capitolul 8.1.3.
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�)�L�J�X�U�D ���������(�W�D�S�H�O�H �P�H�W�R�G�H�L �G�H �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H �D �I�R�U�P�H�O�R�U �G�L�Q �L�P�D�J�L�Q�L�O�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �G�H�V�F�R�P��
�S�X�Q�H�U�H�D �3�D�U�D�I�D�F�� �G�L�D�J�U�D�P�H�O�H �9�R�U�R�Q�R�L �ú�L �I�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L �>���@��

�Ì�Q �Y�H�G�H�U�H�D �U�H�G�X�F�H�U�L�L �F�R�Q�V�X�P�X�O�X�L �G�H �U�H�V�X�U�V�H �G�H �F�D�O�F�X�O �ú�L �v�P�E�X�Q���W��� �L�U�L�L �F�D�O�L�W��� �L�L �F�O�D�V�L�I�L�F���U�L�L��
�P�H�W�R�G�D �S�U�R�S�X�V�� �V�H �E�D�]�H�D�]�� �S�H �D�O�J�R�U�L�W�P�L �G�H �v�Q�Y��� �D�U�H �D�X�W�R�P�D�W�� �Q�H�V�X�S�U�D�Y�H�J�K�H�D�W�� �I�R�O�R�V�L�Q�G �G�H�V��
�F�R�P�S�X�Q�H�U�H�D �3�D�U�D�I�D�F�� �G�L�D�J�U�D�P�H�O�H �9�R�U�R�Q�R�L �ú�L �I�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L �I���U�� �D �D�Y�H�D �F�X�Q�R�ú�W�L�Q� �H �D�Q�W�H�U�L�R�D�U�H �G�H�V��

���� ������



�/�D�X�U�D���%�L�D�Q�F�D �%�L�O�L�X�V �_ �&�R�Q�W�U�L�E�X� �L�L �v�Q �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H�D �I�R�U�P�H�O�R�U �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H �_ ��������

�S�U�H �F�R�Q� �L�Q�X�W�X�O �L�P�D�J�L�Q�L�O�R�U�� �)�L�J�X�U�D������ �G�H�V�F�U�L�H �H�W�D�S�H�O�H �P�H�W�R�G�H�L �G�H �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H �D �I�R�U�P�H�O�R�U �G�L�Q
�L�P�D�J�L�Q�L�O�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H��

�&�R�Q�I�R�U�P �4�L�D�Q�H�W �D�O���>�����@�� �H�[�L�V�W�� �R �O�H�J���W�X�U�� �v�Q�W�U�H �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L�O�H �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H �ú�L �P�R�G�H�O�H�O�H
�V�S�H�F�W�U�D�O �X�Q�P�L�[�L�Q�J�� �S�U�L�Q �X�U�P�D�U�H�� �v�Q �G�H�]�Y�R�O�W�D�U�H�D �P�H�W�R�G�H�L �S�U�R�S�X�V�H �X�W�L�O�L�]�D�U�H�D �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L�L �3�D�U�D��
�I�D�F �D �W�H�Q�V�R�U�X�O�X�L �L�P�D�J�L�Q�L�L �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�HT 2 RM £ N £ P �D�U�H �U�R�O�X�O �G�H �D �U�H�G�X�F�H �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H�D �P�D�U�H �D
�G�D�W�H�O�R�U �ú�L �G�H �D �H�[�W�U�D�J�H �F�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�L�O�H�� �&�R�Q�V�W�U�X�F� �L�D �G�L�D�J�U�D�P�H�L �9�R�U�R�Q�R�L �V�H �E�D�]�H�D�]�� �S�H �D�O�H�J�H�U�H�D �F�H��
�O�R�U �P�D�L �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W�L�Y�H �Q�R�G�X�U�L �9�R�U�R�Q�R�L �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U �Q�R�W�D�W��A 2 RM £ N �v�Q �)�L�J�X�U�D��������
�3�H�Q�W�U�X �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H�D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L��V 2 RS£ 3 ���X�Q�G�HS �U�H�S�U�H�]�L�Q�W�� �Q�X�P���U�X�O �G�H �Q�R�G�X�U�L�� �V�X�Q�W �S�U�R��
�S�X�V�H �W�U�H�L �P�H�W�R�G�H �F�D�U�H �V�X�Q�W �H�Y�D�O�X�D�W�H�� �D�Q�D�O�L�]�D�W�H �ú�L �G�L�V�F�X�W�D�W�H �I�R�O�R�V�L�Q�G �S�D�W�U�X �V�H�W�X�U�L �G�H �G�D�W�H �V�L�Q�W�H�W�L�F�H
�ú�L �V�H�W�X�O �G�H �G�D�W�H�� �,�Q�V�X�O�D �0�L�F�� �%�U���L�O�H�L�� �5�R�P�k�Q�L�D ���Y�H�]�L �6�H�F� �L�X�Q�H�D����������

�&�R�Q�V�W�U�X�L�U�H�D �S�D�U�W�L� �L�H�L �P�X�O�W�L�S�O�H��F 2 RS£ 9 �V�H �R�E� �L�Q�H �v�Q �X�U�P�D �D�S�O�L�F���U�L�L �W�H�K�Q�L�F�L�O�R�U �G�H �v�Q�Y��� �D�U�H �Q�H��
�V�X�S�U�D�Y�H�J�K�H�D�W���� �F�X�P �D�U �I�L�� �J�U�X�S���U�L�O�H �L�H�U�D�U�K�L�F�� �N���P�H�D�Q�V �ú�L �P�H�D�Q���V�K�L�I�W�� �'�H�R�D�U�H�F�H �Q�X �H�[�L�V�W�� �X�Q �V�L�Q�J�X�U
�D�O�J�R�U�L�W�P �J�H�Q�H�U�D�O �D�S�O�L�F�D�E�L�O �v�Q �R�U�L�F�H �V�L�W�X�D� �L�H�� �X�W�L�O�L�]�D�U�H�D �P�D�L �P�X�O�W�R�U �D�O�J�R�U�L�W�P�L �G�H �v�Q�Y��� �D�U�H �Q�H�V�X�S�U�D��
�Y�H�J�K�H�D�W�� �J�H�Q�H�U�H�D�]�� �P�D�L �P�X�O�W�H �S�D�U�W�L� �L�L �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �S�L�[�H�O�L�O�R�U �G�L�Q �L�P�D�J�L�Q�H�� �&�K�L�D�U �ú�L �D�S�O�L�F�D�U�H�D
�D�F�H�O�X�L�D�ú�L �D�O�J�R�U�L�W�P �F�X �Y�D�O�R�U�L �G�L�I�H�U�L�W�H �D�O�H �X�Q�R�U �S�D�U�D�P�H�W�U�L �V�D�X �P�R�G�X�U�L �G�H �L�Q�L� �L�D�O�L�]�D�U�H �D �V�R�O�X� �L�H�L �G�H
�S�R�U�Q�L�U�H �S�R�D�W�H �G�X�F�H �O�D �R�E� �L�Q�H�U�H�D �X�Q�R�U �S�D�U�W�L� �L�L �G�L�I�H�U�L�W�H�� �$�Y�k�Q�G �D�F�H�V�W�H �S�D�U�W�L� �L�L �D�S�D�U�H �S�U�R�E�O�H�P�D �J���V�L�U�L�L
�X�Q�H�L �V�L�Q�J�X�U�H �S�D�U�W�L� �L�L �F�D�U�H �V�� �I�L�H �V�R�O�X� �L�H�� �*���V�L�U�H�D �X�Q�H�L �S�D�U�W�L� �L�L �F�R�Q�V�H�Q�V �G�L�Q �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�H �R�E� �L�Q�X�W�H��
�D�ú�D �F�X�P �D �I�R�V�W �Q�X�P�L�W�� �G�H �%�H�M�D�U �>���@ �V�D�X �S�D�U�W�L� �L�H �F�H�Q�W�U�D�O���� �D�ú�D �F�X�P �D �I�R�V�W �Q�X�P�L�W�� �G�H �'�L�G�D�\ �>�����@
�H�V�W�H �R �S�U�R�E�O�H�P�� �1�3 �G�L�I�L�F�L�O���� �5�H�]�R�O�Y�D�U�H�D �D�F�H�V�W�H�L �S�U�R�E�O�H�P�H �v�Q�W�U���X�Q �W�L�P�S �H�I�L�F�L�H�Q�W �L�P�S�O�L�F�� �D�S�O�L�F�D�U�H�D
�X�Q�H�L �P�H�W�R�G�H �H�X�U�L�V�W�L�F�H�� �Ì�Q �D�F�H�V�W �V�F�R�S�� �F�R�Q�V�W�U�X�L�U�H�D �P�D�W�U�L�F�L�L �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U �D �I�R�V�W �X�W�L�O�L�]�D�W�� �S�H�Q��
�W�U�X �D �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D �I�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L��Sp 2 RT £ 8 ��T �U�H�S�U�H�]�L�Q�W�� �Q�X�P���U�X�O �G�H �I�R�U�P�H �W�D�U�L �ú�L �X�O�W�L�P�D �F�R�O�R�D�Q��
�U�H�S�U�H�]�L�Q�W�� �Y�D�O�R�D�U�H�D �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �D�V�R�F�L�D�W�� �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U���� �)�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L �D�X �I�R�V�W
�L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�W�H �I�R�O�R�V�L�Q�G �J�U�X�S�D�U�H�D �L�H�U�D�U�K�L�F�� �v�Q �X�U�P�D �F���U�H�L�D�� �S�D�U�W�L� �L�D �R�S�W�L�P����L 2 RT £ 1 �D �I�R�V�W �R�E� �L�Q�X�W����
�'�X�S�� �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H�D �I�R�U�P�H�O�R�U �W�D�U�L�� �F�X �D�M�X�W�R�U�X�O �D�F�H�V�W�R�U�D �D�U�H �O�R�F �H�[�W�L�Q�G�H�U�H�D �F�O�D�V�L�I�L�F���U�L�L �O�D �v�Q�W�U�H�D�J�D
�L�P�D�J�L�Q�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�� �S�U�L�Q �F�R�Q�V�W�U�X�L�U�H�D �G�L�D�J�U�D�P�H�L �9�R�U�R�Q�R�L �R�E� �L�Q�k�Q�G�X���V�H �D�V�W�I�H�O �K�D�U�W�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H��
�O�R�U �F�O�X�V�W�H�U�L�]�D�W����C 2 RM £ N �� �)�L�J�X�U�D�������G�H�V�F�U�L�H �H�W�D�S�H�O�H �P�H�W�R�G�H�L �G�H �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H �D �I�R�U�P�H�O�R�U �G�L�Q
�L�P�D�J�L�Q�L�O�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H��

�0�H�W�R�G�D �S�U�R�S�X�V�� �D �I�R�V�W �H�Y�D�O�X�D�W�� �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �V�H�W�X�U�L �G�H �G�D�W�H �V�L�Q�W�H�W�L�F�H �R�E� �L�Q�X�W�H �S�U�L�Q �J�H�Q�H�U�D�U�H�D
�S�H�Q�W�U�X �I�L�H�F�D�U�H �F�O�D�V�� �G�H �Y�D�O�R�U�L �X�Q�L�I�R�U�P �V�D�X �J�D�X�V�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�L�W�H�� �Ì�Q �D�Q�V�D�P�E�O�X�� �P�H�W�R�G�D �S�U�R�S�X�V�� �V�H
�E�D�]�H�D�]�� �S�H �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�H�D �W�U�L�O�L�Q�L�D�U�� �D �W�H�Q�V�R�U�X�O�X�L �X�Q�H�L �L�P�D�J�L�Q�L �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H �v�Q �Y�H�G�H�U�H�D �U�H�G�X�F�H�U�L�L
�G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�L�L �G�D�W�H�O�R�U�� �S�H �R �V�X�E�G�L�Y�L�]�L�X�Q�H �D �K���U� �L�L �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�L �v�Q �F�H�O�X�O�H �X�Q�L�I�R�U�P�H �G�H �S�L�[�H�O�L �Q�X�P�L�W�H
�F�H�O�X�O�H �9�R�U�R�Q�R�L �ú�L �S�H �D�Q�D�O�L�]�D �P�X�O�W�L�S�O�� �D �S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U��

������ �'�L�D�J�U�D�P�H �9�R�U�R�Q�R�L

�'�H�I�L�Q�L�P �G�L�D�J�U�D�P�D �9�R�U�R�Q�R�LV or (P) �S�H�Q�W�U�X �X�Q �V�H�W �G�H �S�X�Q�F�W�HP :Æ{p1,p2, ...,pn } �F�D�U�H �D�S�D�U� �L�Q
�X�Q�X�L �S�O�D�Q®�� �Q�X�P�L�W�H �Q�R�G�X�U�L�� �F�D �I�L�L�Q�G �R �V�X�E�G�L�Y�L�]�L�X�Q�H �D �S�O�D�Q�X�O�X�L �G�L�Q �F�D�U�H �I�D�F �S�D�U�W�H �S�X�Q�F�W�H�O�Hp i �v�Q
n �F�H�O�X�O�HV or (p i ), i Æ1,n �>�����@�� �3�U�R�S�U�L�H�W�D�W�H�D �G�L�D�J�U�D�P�H�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L �F�R�Q�V�W�� �v�Q �I�D�S�W�X�O �F�� �R�U�L�F�H �S�X�Q�F�W
q �F�D�U�H �V�H �D�I�O�� �v�Q�W�U���R �F�H�O�X�O��ci �F�D�U�H �F�R�U�H�V�S�X�Q�G�H �X�Q�X�L �S�X�Q�F�Wp i �U�H�V�S�H�F�W�� �(�F�X�D� �L�D�������>�����@��

q 2 ® () d (q,p i ) Ç d (q,p j ),8 p i ,p j 2 P, j 6Æi ����������

�X�Q�G�H �I�X�Q�F� �L�D�G�S�R�D�W�H �I�L���H���J���� �G�L�V�W�D�Q� �D �(�X�F�O�L�G�H�D�Q���� �0�D�Q�K�D�W�W�D�Q�� �&�K�H�E�\�V�K�H�Y�� �Y�H�]�L �)�L�J�X�U�D�������E��
�S�H�Q�W�U�X �R �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�U�H �J�U�D�I�L�F�� �D �G�L�D�J�U�D�P�H�L �9�R�U�R�Q�R�L �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �X�Q�X�L �V�H�W �G�H �S�X�Q�F�W�H��

���� ������



�/�D�X�U�D���%�L�D�Q�F�D �%�L�O�L�X�V �_ �&�R�Q�W�U�L�E�X� �L�L �v�Q �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H�D �I�R�U�P�H�O�R�U �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H �_ ��������

������ �'�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�H�D �3�D�U�D�I�D�F �ú�L �F�R�Q�V�W�U�X�L�U�H�D �P�D�W�U�L�F�L�L �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� ��

�(�Y�D�O�X�D�U�H�D �P�H�W�R�G�H�L �S�U�R�S�X�V�H �S�U�H�V�X�S�X�Q�H �X�W�L�O�L�]�D�U�H�D �X�Q�X�L �V�H�W �G�H �G�D�W�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O �F�D�U�H �D �I�R�V�W
�S�U�H�O�X�D�W �G�H �S�H �V�L�W�H���X�O�8�6�*�6 ���8���6�� �*�H�R�O�R�J�L�F�D�O �6�X�U�Y�H�\���� �F�X �R �U�H�]�R�O�X� �L�H �G�H ���� �P���S�L�[�H�O �>�����@�� �L�P�D��
�J�L�Q�H�D �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�� �D �X�Q�H�L �]�R�Q�H �G�L�Q �%�U���L�O�D�� �5�R�P�k�Q�L�D�� �P�D�L �H�[�D�F�W�,�Q�V�X�O�D �0�L�F�� �D �%�U���L�O�H�L���Y�H�]�L
�)�L�J�X�U�D�������G�� �F�D�U�H �Q�X �G�H� �L�Q�H �X�Q �V�H�W �G�H �G�D�W�H �F�X �F�O�D�V�L�I�L�F�D�U�H �F�X�Q�R�V�F�X�W���� �0�R�G�H�O�H�O�H �V�S�H�F�W�U�D�O �X�Q�P�L�[�L�Q�J
�H�[�W�U�D�J �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�H �G�L�Q �L�P�D�J�L�Q�L�O�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H �D�V�W�I�H�O �v�Q�F�k�W �L�Q�I�R�U�P�D� �L�L�O�H �V�S�H�F�W�U�D�O�H �ú�L �V�S�D� �L�D�O�H �V�X�Q�W
�S���V�W�U�D�W�H �v�Q �K�D�U�W�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U �D�O���W�X�U�L �G�H �F�R�U�H�O�D� �L�L�O�H �G�L�Q�W�U�H �S�L�[�H�O�L �>�����@�� �K�D�U�W�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U �H�V�W�H �L�O�X�V��
�W�U�D�U�H�D �J�U�D�I�L�F�� �D �P�D�W�U�L�F�L�L �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U�� �Ì�Q �D�F�H�D�V�W�� �G�L�U�H�F� �L�H�� �4�L�D�Q�H�W �D�O���>�����@ �D�X �L�Q�W�U�R�G�X�V �O�H�J���W�X�U�D
�G�L�Q�W�U�H �P�R�G�H�O�H�O�H �V�S�H�F�W�U�D�O �X�Q�P�L�[�L�Q�J �ú�L �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L�O�H �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H�� �F�H�H�D �F�H �F�R�Q�G�X�F�H �O�D �S�R�V�L�E�L�O�L�W�D�W�H�D
�G�H �D �H�[�W�U�D�J�H �V�S�H�F�W�U�H�O�H �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H �ú�L �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�H �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �S�U�L�Q �L�Q�W�H�U�P�H�G�L�X�O �G�H�V�F�R�P�S�X��
�Q�H�U�L�O�R�U �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H�� �Ì�Q �F�R�Q�V�H�F�L�Q� ���� �P�D�W�U�L�F�H�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U �D �I�R�V�W �F�R�Q�V�W�U�X�L�W�� �v�Q �X�U�P�D �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L�L
�3�D�U�D�I�D�F�� �6�H�W�X�O �G�H �G�D�W�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O �D �I�R�V�W �U�H�G�X�V �F�X �D�S�U�R�[�L�P�D�W�L�Y �������� �P�D�W�U�L�F�H�D �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� �F�R�Q��
�V�W�U�X�L�W�� �v�Q �X�U�P�D �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L�L �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�k�Q�G ���� �G�L�Q �W�H�Q�V�R�U�X�O �L�P�D�J�L�Q�L�L �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H �ú�L �F�R�Q� �L�Q�H
�F�H�O�H �P�D�L �U�H�O�H�Y�D�Q�W�H �F�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�L��

������ �,�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H�D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L

�$�F�H�D�V�W�� �V�H�F� �L�X�Q�H �G�H�V�F�U�L�H �W�U�H�L �P�H�W�R�G�H �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L �F�D�U�H �U�H�G�X�F �V�H�P�Q�L��
�I�L�F�D�W�L�Y �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H�D �V�H�W�X�O�X�L �G�H �G�D�W�H�� �$�F�H�V�W �S�U�R�F�H�V �D�U�H �O�D �E�D�]�� �L�G�H�H�D �F�� �G�D�F�� �V�H �J���V�H�ú�W�H �R �G�L�D�J�U�D�P��
�9�R�U�R�Q�R�L �F�D�U�H �D�S�U�R�[�L�P�H�D�]�� �v�Q�W�U���X�Q �P�R�G �D�F�F�H�S�W�D�E�L�O �P�D�W�U�L�F�H�D �L�Q�L� �L�D�O���� �D�W�X�Q�F�L �D�F�H�D�V�W�� �P�D�W�U�L�F�H �D�U �S�X��
�W�H�D �I�L �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W�� �G�H �Q�R�G�X�U�L�O�H �G�L�D�J�U�D�P�H�L �9�R�U�R�Q�R�L �>���@�� �(�V�W�H �H�Y�L�G�H�Q�W �F�� �G�D�F�� �V�H �D�S�O�L�F�� �R �V�H�U�L�H �G�H
�H�W�L�F�K�H�W�H �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L�� �Y�D �I�L �S�R�V�L�E�L�O�� �F�R�Q�V�W�U�X�L�U�H�D �X�Q�H�L �G�L�D�J�U�D�P�H �9�R�U�R�Q�R�L �F�D�U�H �Y�D �S�U�R�S�D�J�D
�H�W�L�F�K�H�W�D�U�H�D �W�X�W�X�U�R�U �U�H�J�L�X�Q�L�O�R�U �G�L�Q �L�P�D�J�L�Q�H�D �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O���� �Ì�Q �F�R�Q�W�L�Q�X�D�U�H �V�X�Q�W �G�H�V�F�U�L�V�H �ú�L �D�Q�D��
�O�L�]�D�W�H �U�H�]�X�O�W�D�W�H�O�H �R�E� �L�Q�X�W�H �S�H�Q�W�U�X �W�U�H�L �V�H�W�X�U�L �G�H �G�D�W�H �G�H �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�LD 2 RM £ N �� �E�H�D�Q�V �J�D�X�V�V�L�D�Q
���'1�����E�H�D�Q�V �X�Q�L�I�R�U�P���'3�� �ú�L�,�Q�V�X�O�D �0�L�F�� �D �%�U���L�O�H�L�� �5�R�P�k�Q�L�D���'2���� �3�H�Q�W�U�X �W�R�D�W�H �V�H�W�X�U�L�O�H �G�H �G�D�W�H
M Æ201,N Æ301�� �L�D�U �W�R�D�W�H �Y�D�O�R�U�L�O�H �J�H�Q�H�U�D�W�H �D�S�D�U� �L�Q �L�Q�W�H�U�Y�D�O�X�O�X�L[0,1]�� �(�U�R�D�U�H�D �H�V�W�H �F�D�O�F�X�O�D�W��
�F�R�Q�I�R�U�P �(�F�X�D� �L�H�L�������� �X�Q�G�HD 2 RM £ N �H�V�W�H �P�D�W�U�L�F�H�D �L�Q�L� �L�D�O���� �L�D�UV D 2 RM £ N �H�V�W�H �G�L�D�J�U�D�P�D
�R�E� �L�Q�X�W�� �G�X�S�� �J���V�L�U�H�D �S�D�U�W�L� �L�H�L �F�R�Q�V�H�Q�V��

er Æ

P M ,N
i , j Æ1 jD (i , j ) ¡ V D(i , j )j

P M ,N
i , j Æ1 D(i , j )

����������

���������� �0�H�W�R�G�D �01 �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L

�)�L�HEn 2 RM £ N �P�D�W�U�L�F�H�D �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� �Q�R�U�P�D�O�L�]�D�W�� ���Y�D�O�R�U�L �v�Q�W�U�H[0,1]�� �F�D�U�H �H�V�W�H �G�L�V�F�U�H�W�L�]�D�W��
�v�Q �V�X�E�L�Q�W�H�U�Y�D�O�H �G�H �O�X�Q�J�L�P�H² �� �Ì�Q �X�U�P�D �G�L�V�F�U�H�W�L�]���U�L�L �V�H �R�E� �L�Q�H �R �Q�R�X�� �P�D�W�U�L�F�HF �� �F�D�U�H �H�V�W�H �I�R�O�R�V�L�W��
�S�H�Q�W�U�X �D �D�O�H�J�H �Q�R�G�X�U�L�O�H �9�R�U�R�Q�R�L�� �3�H�Q�W�U�X �v�Q�F�H�S�X�W�� �P�D�W�U�L�F�H�DEd �H�V�W�H �D�U�D�Q�M�D�W�� �v�Q �P�X�O� �L�P�H�DZ 2 RMN ��
�)�R�O�R�V�L�Q�G �P�X�O� �L�P�H�DZ �V�H �R�E� �L�Q�H �P�X�O� �L�P�H�DSu 2 RQ �� �F�D�U�H �F�R�Q� �L�Q�H �Y�D�O�R�U�L�O�H �X�Q�L�F�H �G�L�QZ �v�Q �R�U�G�L�Q�H
�F�U�H�V�F���W�R�D�U�H�� �Ì�Q �F�R�Q�W�L�Q�X�D�U�H �V�H �F�R�Q�V�W�U�X�L�H�ú�W�H �P�D�W�U�L�F�H�DF 2 NM £ N �D�V�R�F�L�L�Q�G �Y�D�O�R�U�L�O�H �S�L�[�H�O�L�O�R�U �G�L�QEd

�F�X �L�Q�G�H�[�X�O �Y�D�O�R�U�L�O�R�U �S�L�[�H�O�L�O�R�U �G�L�QSu ���Y�H�]�L �(�F�X�D� �L�D����������

Z Æ{ed (i , j ) 2 Ed } Æ{z1,z2, ...,zk }��8 �L�� �M��i Æ1,M �� j Æ1,N ��k Æ1,M £ N

Su Æ{su1,su2, ...,suq }��su i 0 Ç su j 0��i
0Ç j 0��8 �L�¶�� �M�¶��Su ½Z

f (i , j ) Æt , �G�D�F��ed (i , j ) Æsu t ��t Æ1,q

����������

���� ������
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�3�H�Q�W�U�X �D �J���V�L �Q�R�G�X�U�L�O�H �9�R�U�R�Q�R�L�� �P�D�W�U�L�F�H�DF �H�V�W�H �v�P�S���U� �L�W�� �v�Q �E�O�R�F�X�U�L �S���W�U�D�W�L�F�H �G�H �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H
n ���S�H�Q�W�U�X �H�Y�D�O�X�D�U�H�D �P�H�W�R�G�H�O�R�U �S�U�R�S�X�V�Hn Æ5���� �L�D�U �K�L�V�W�R�J�U�D�P�DH �D �I�L�H�F���U�X�L �E�O�R�FF(i , j ) �H�V�W�H
�F�R�Q�V�W�U�X�L�W�� �>�����@�� �1�X�P���U�X�O �G�H �L�Q�W�H�U�Y�D�O�Hn ² �H�V�W�H �F�D�O�F�X�O�D�W �D�V�W�I�H�O��[(max (Ed ) ¡ min (Ed ))/ ² ]�� �'�D�F��
�Y�D�O�R�D�U�H�D �P�D�[�L�P�� �G�L�Q �K�L�V�W�R�J�U�D�P�D �S�H�Q�W�U�X �E�O�R�F�X�OF(i , j ) �H�V�W�H �P�D�L �P�D�U�H �G�H�F�k�Wp%¤ nr ��nr �H�V�W�H
�Q�X�P���U�X�O �G�H �S�L�[�H�O�L �G�L�Q �E�O�R�F���� �V�H �S�R�D�W�H �V�S�X�Q�H �F�� �E�O�R�F�X�OF �H�V�W�H �S�X�U �ú�L �V�H �F�D�O�F�X�O�H�D�]�� �F�H�Q�W�U�X�O �G�H
�J�U�H�X�W�D�W�H �D�O �E�O�R�F�X�O�X�L�� �F�D�U�H �Y�D �I�L �X�Q �Q�R�G �9�R�U�R�Q�R�L�� �9�D�O�R�D�U�H�D �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �Q�R�G�X�O�X�L �9�R�U�R�Q�R�L �Y�D
�I�L �P�H�G�L�D�Q�D �D �S�L�[�H�O�L�O�R�U �F�D�U�H �D�S�D�U� �L�Q �P�D�[�L�P�X�O�X�L �G�L�Q �K�L�V�W�R�J�U�D�P���� �'�D�F�� �F�R�Q�G�L� �L�D �D�Q�W�H�U�L�R�D�U�� �Q�X �H�V�W�H
�v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W���� �E�O�R�F�X�OF(i , j ) �H�V�W�H �v�P�S���U� �L�W �v�Q �S�D�W�U�X �ú�L �V�H �Y�H�U�L�I�L�F�� �G�L�Q �Q�R�X �F�R�Q�G�L� �L�D �S�H�Q�W�U�X �I�L�H�F�D�U�H
�F�H�O�X�O�� �Q�R�X���� �'�D�F�� �F�R�Q�G�L� �L�D �F�R�Q�W�L�Q�X�� �V�� �Q�X �I�L�H �v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W���� �S�U�R�F�H�V�X�O �V�H �S�R�D�W�H �U�H�S�H�W�D �S�k�Q�� �F�k�Q�G
�D�F�H�D�V�W�D �H�V�W�H �v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W�� �V�D�X �F�H�O�X�O�D �F�R�Q� �L�Q�H �X�Q �V�L�Q�J�X�U �S�L�[�H�O �F�D�U�H �Y�D �G�H�Y�H�Q�L �X�Q �Q�R�G �9�R�U�R�Q�R�L��

�)�L�J�X�U�D ���������0�H�G�L�D �H�U�R�U�L�O�R�U ���V�H�W�X�U�L�O�H �G�H �G�D�W�H �'1�� �'2 �ú�L �'3�� �v�Q �I�X�Q�F� �L�H �G�H �J�U�D�G�H�O�H �G�H �O�L�E�H�U�W�D�W�H² �ú�L �S�X�U�L�W�D�W�H
���S���� ���V�W�k�Q�J�D�� �ú�L �P�H�G�L�D �Q�X�P���U�X�O�X�L �G�H �Q�R�G�X�U�L �9�R�U�R�Q�R�L ���V�H�W�X�U�L�O�H �G�H �G�D�W�H �'1�� �'2 �ú�L �'3�� �R�E� �L�Q�X�W�H �S�H�Q�W�U�X �K�D�U�W�D
�D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U ��301£ 201�� �v�Q �I�X�Q�F� �L�H �G�H² �ú�L �S�X�U�L�W�D�W�H ���G�U�H�D�S�W�D�� �I�R�O�R�V�L�Q�G �P�H�W�R�G�H�O�H �01�� �02 �ú�L �03��

���������� �0�H�W�R�G�D �02 �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L

�2 �D�O�W�� �P�H�W�R�G�� �G�H �D �D�O�H�J�H �Q�R�G�X�U�L�O�H �9�R�U�R�Q�R�L �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W�L�Y�H �S�U�H�V�X�S�X�Q�H �v�P�S���U� �L�U�H�D �P�D�W�U�L�F�L�L
�G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� �v�Q �E�O�R�F�X�U�L ���P�D�W�U�L�F�L �S���W�U�D�W�L�F�H�� �G�H �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�Hn ���Y�D�O�R�D�U�H �D�O�H�D�V�� �G�H �X�W�L�O�L�]�D�W�R�U���� �'�L�Q
�I�L�H�F�D�U�H �E�O�R�F �J�H�Q�H�U�D�W �V�H �D�O�H�J �Q�R�G�X�U�L �F�D�U�H �V�� �U�H�S�U�H�]�L�Q�W�H �F�k�W �P�D�L �E�L�Q�H �E�O�R�F�X�O �G�L�Q �F�D�U�H �I�D�F �S�D�U�W�H��
�0�H�W�R�G�D �S�U�H�V�X�S�X�Q�H �F�D�O�F�X�O�D�U�H�D �G�H �P�H�G�L�L �U�H�F�X�U�V�L�Y�H �v�Q �I�L�H�F�D�U�H �F�H�O�X�O�� �F�R�Q�I�R�U�P �(�F�X�D� �L�H�L��������² �H�V�W�H �R
�Y�D�O�R�D�U�H �D�O�H�D�V�� �G�H �X�W�L�O�L�]�D�W�R�U��
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m i Æ

P qi
kÆ1 (xk )

qi
, �G�D�F��

ÃP qi ¡ 1
kÆ1 (xk )

qi ¡ 1
¡ xk

!

Ç ² ,8 i Æ1,nr ����������

�&�R�Q�I�R�U�P �(�F�X�D� �L�H�L�������V�H �Y�D �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D �X�Q �Q�X�P���Unr �G�H �F�H�Q�W�U�H �v�Q �F�D�G�U�X�O �X�Q�X�L �E�O�R�F�� �)�L�H�F���U�H�L
�P�H�G�L�Lm i �v�L �Y�D �F�R�U�H�V�S�X�Q�G�H �X�Q �Q�X�P���Uqi �G�H �S�L�[�H�O�L�� �8�Q �Q�R�G �9�R�U�R�Q�R�L �H�V�W�H �J���V�L�W �G�D�F�� �Y�D�O�R�D�U�H�D
�O�X�Lqi Æmax (qi ) ¸ p%¤ nr �� 8 i Æ1,nr ��nr �H�V�W�H �Q�X�P���U�X�O �W�R�W�D�O �G�H �S�L�[�H�O�L �G�L�Q �E�O�R�F �ú�Lp �H�V�W�H �R
�Y�D�O�R�D�U�H �D�O�H�D�V�� �G�H �X�W�L�O�L�]�D�W�R�U�� �1�R�G�X�O �9�R�U�R�Q�R�L �Y�D �D�Y�H�D �F�R�R�U�G�R�Q�D�W�H�O�H �F�H�Q�W�U�X�O�X�L �G�H �J�U�H�X�W�D�W�H �D�O �S�L�[�H�O�L�O�R�U
�F�H �F�R�U�H�V�S�X�Q�G �ú�L�U�X�O�X�Lqi �� �L�D�U �Y�D�O�R�D�U�H�D �D�V�R�F�L�D�W�� �Y�D �I�L �Y�D�O�R�D�U�H�D �P�H�G�L�D�Q�H�L �Y�D�O�R�U�L�O�R�U �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D
�D�E�X�Q�G�H�Q� �H�L �D �V�H�W�X�O�X�L �G�H �S�L�[�H�O�Lqi �� �'�D�F�� �Y�D�O�R�D�U�H�D �O�X�Lqi Ç p%¤ nr �� �D�W�X�Q�F�L �E�O�R�F�X�O �V�H �Y�D �v�P�S���U� �L �v�Q
�S�D�W�U�X �ú�L �V�H �Y�R�U �U�H�F�D�O�F�X�O�D �P�H�G�L�L�O�H �F�R�Q�I�R�U�P �(�F�X�D� �L�H�L�������S�k�Q�� �F�k�Q�G �F�R�Q�G�L� �L�D �Y�D �I�L �v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W���� �'�D�F��
�E�O�R�F�X�O �Y�D �I�L �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H1£ 1 �D�W�X�Q�F�L �D�F�H�V�W�D �Y�D �G�H�Y�H�Q�L �X�Q �Q�R�G �9�R�U�R�Q�R�L��

���������� �0�H�W�R�G�D �03 �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L

�$ �W�U�H�L�D �P�H�W�R�G�� �G�H �D �D�O�H�J�H �Q�R�G�X�U�L�O�H �9�R�U�R�Q�R�L �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W�L�Y�H �S�U�H�V�X�S�X�Q�H �v�P�S���U� �L�U�H�D �P�D�W�U�L�F�L�L
�G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� �v�Q �E�O�R�F�X�U�L ���P�D�W�U�L�F�L �S���W�U�D�W�L�F�H�� �G�H �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�Hn �� �0�H�W�R�G�D �S�U�R�S�X�V�� �F�D�X�W�� �v�Q �I�L�H�F�D�U�H
�E�O�R�F �W�R�D�W�H �Y�D�O�R�U�L�O�Hnr ² �F�D�U�H �D�S�D�U� �L�Q �L�Q�W�H�U�Y�D�O�X�O�X�L[mean(xi )¡ ² ,mean(xi )Å² ]�� �S�H�Q�W�U�Xxi , i Æ1,nr ��
�X�Q�G�Hnr �H�V�W�H �Q�X�P���U�X�O �W�R�W�D�O �G�H �S�L�[�H�O�L �G�L�Q �E�O�R�F�X�O �F�X�U�H�Q�W�� �'�D�F��nr ² ¸ p%¤ nr �� �D�W�X�Q�F�L �V�H �Y�D �F�D�O�F�X�O�D
�F�H�Q�W�U�X�O �G�H �J�U�H�X�W�D�W�H(xg , yg) �D�L �S�L�[�H�O�L�O�R�U �F�D�U�H �D�S�D�U� �L�Q �L�Q�W�H�U�Y�D�O�X�O�X�L�� �1�R�G�X�O �9�R�U�R�Q�R�L(xv , yv ) �Y�D �D�Y�H�D
�F�R�R�U�G�R�Q�D�W�H�O�H �S�L�[�H�O�X�O�X�L �G�L�Q �E�O�R�F�X�O �F�X�U�H�Q�W �F�D�U�H �H�V�W�H �F�H�O �P�D�L �D�S�U�R�S�L�D�W �G�H(xg , yg)�� �9�D�O�R�D�U�H�D �D�V�R�F�L�D�W��
�Q�R�G�X�O�X�L �Y�D �I�L �Y�D�O�R�D�U�H�D �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �O�X�L(xv , yv )�� �'�D�F�� �F�R�Q�G�L� �L�L�O�H
�F�R�Q�W�L�Q�X�� �V�� �Q�X �I�L�H �v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W�H�� �S�U�R�F�H�V�X�O �V�H �S�R�D�W�H �U�H�S�H�W�D �S�k�Q�� �F�k�Q�G �D�F�H�D�V�W�D �H�V�W�H �v�Q�G�H�S�O�L�Q�L�W�� �V�D�X
�F�H�O�X�O�D �F�R�Q� �L�Q�H �X�Q �V�L�Q�J�X�U �S�L�[�H�O �F�D�U�H �Y�D �G�H�Y�H�Q�L �X�Q �Q�R�G �9�R�U�R�Q�R�L��

�Ì�Q �)�L�J�X�U�D�������E�� �V�H �S�R�D�W�H �Y�H�G�H�D �R �G�L�D�J�U�D�P�� �9�R�U�R�Q�R�L �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H �V�H�W�X�O�X�L �G�H �G�D�W�H�,�Q�V�X�O�D
�0�L�F�� �D �%�U���L�O�H�L��D2�� �J�H�Q�H�U�D�W�� �S�H�Q�W�U�X �H�Y�L�G�H�Q� �L�H�U�H�D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �ú�L �F�H�O�X�O�H�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L�� �'�H �D�V�H�P�H�Q�H�D��
�G�L�D�J�U�D�P�D �G�L�Q �)�L�J�X�U�D�������F�� �H�V�W�H �L�O�X�V�W�U�D�W�� �S�H�Q�W�U�X �D �U�H�D�O�L�]�D �R �F�R�P�S�D�U�D� �L�H �Y�L�]�X�D�O�� �F�X �K�D�U�W�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H��
�O�R�U �D�Y�k�Q�G �R �H�U�R�D�U�H �G�H ������������ �5�H�]�X�O�W�D�W�H�O�H �R�E� �L�Q�X�W�H �v�Q �X�U�P�D �D�S�O�L�F���U�L�L �P�H�W�R�G�H�O�R�U �01�� �02 �ú�L �03 �V�H
�S�R�W �Y�H�G�H�D �v�Q �)�L�J�X�U�D�������� �8�Q �U�H�]�X�O�W�D�W �D�F�F�H�S�W�D�W �G�H �X�W�L�O�L�]�D�W�R�U �G�X�S�� �D�S�O�L�F�D�U�H�D �D�O�J�R�U�L�W�P�L�O�R�U �G�H�V�F�U�L�ú�L
�S�H�Q�W�U�X �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H�D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L �I�R�O�R�V�L�Q�G �G�L�Y�H�U�V�H �J�U�D�G�H �G�H �O�L�E�H�U�W�D�W�H ���H���J���� �S�D�U�D�P�H�W�U�L�L² �� �S�X��
�U�L�W�D�W�H �V�D�X �G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H�D �E�O�R�F�X�O�X�L�� �D�U�H �O�R�F �D�W�X�Q�F�L �F�k�Q�G �H�[�L�V�W�� �X�Q �F�R�P�S�U�R�P�L�V �v�Q�W�U�H �Q�X�P���U�X�O �G�H �Q�R�G�X�U�L
�ú�L �H�U�R�D�U�H�� �0�H�W�R�G�H�O�H �S�U�R�S�X�V�H �U�H�G�X�F �V�H�P�Q�L�I�L�F�D�W�L�Y �D�W�k�W �Q�X�P���U�X�O �G�H �I�R�U�P�H�� �F�k�W �ú�L �P�H�P�R�U�L�D �R�F�X�S�D�W����
�'�D�W�H�O�H �U�H�G�X�V�H �D�X �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W �v�Q �P�H�G�L�H ���������� ���01���� ���������� ���02���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y ���������� ���03�� �G�L�Q �P�D��
�W�U�L�F�H�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�O�R�U �V�D�X �D �G�D�W�H�O�R�U �V�L�Q�W�H�W�L�F�H �v�Q �F�D�]�X�O �F�H�O�R�U �W�U�H�L �P�H�W�R�G�H �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U
�9�R�U�R�Q�R�L�� �Ì�Q �F�D�]�X�O �L�P�D�J�L�Q�L�L �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O�H�,�Q�V�X�O�D �0�L�F�� �D �%�U���L�O�H�L�� �G�D�W�H�O�H �X�W�L�O�L�]�D�W�H �S�H�Q�W�U�X �F�O�X�V�W�H��
�U�L�]�D�U�H �D�X �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W �v�Q �P�H�G�L�H ������������ ������������ �U�H�V�S�H�F�W�L�Y ���������� �G�L�Q �v�Q�W�U�H�J �W�H�Q�V�R�U�X�O �S�H�Q�W�U�X �F�H�O�H
�W�U�H�L �P�H�W�R�G�H �G�H �L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�U�H �D �Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L�� �F�X �P�H�Q� �L�X�Q�H�D �F�� �G�D�W�H�O�H �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �D�E�X�Q�G�H�Q� �H�L
�U�H�S�U�H�]�L�Q�W�� ���������� �G�L�Q �v�Q�W�U�H�D�J�D �L�P�D�J�L�Q�H �K�L�S�H�U�V�S�H�F�W�U�D�O����

������ �)�R�U�P�H �W�D�U�L �ú�L �S�D�U�W�L� �L�D �F�R�Q�V�H�Q�V

�2�G�D�W�� �F�H �V�H�W�X�O �G�H �Q�R�G�X�U�L �H�V�W�H �G�H�I�L�Q�L�W �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �X�Q�D �G�L�Q �P�H�W�R�G�H�O�H �G�H�V�F�U�L�V�H �v�Q �6�H�F� �L�X�Q�H�D��������
�Q�R�G�X�U�L�O�H �V�X�Q�W �F�O�X�V�W�H�U�L�]�D�W�H �I�R�O�R�V�L�Q�G �P�D�L �P�X�O� �L �D�O�J�R�U�L�W�P�L �G�H �v�Q�Y��� �D�U�H �Q�H�V�X�S�U�D�Y�H�J�K�H�D�W���� �F�X�P �D�U �I�L��
�J�U�X�S���U�L�O�H �L�H�U�D�U�K�L�F�� �N���P�H�D�Q�V �ú�L �P�H�D�Q���V�K�L�I�W�� �3�H�Q�W�U�X �I�L�H�F�D�U�H �Q�R�G �V���D�X �F�R�Q�F�D�W�H�Q�D�W �H�W�L�F�K�H�W�H�O�H �D�W�U�L�E�X�L�W�H
�G�H �D�O�J�R�U�L�W�P�L�L �G�H �v�Q�Y��� �D�U�H �Q�H�V�X�S�U�D�Y�H�J�K�H�D�W���� �D�V�W�I�H�O �V���D �F�R�Q�V�W�U�X�L�W �P�D�W�U�L�F�H�D �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U �S�H�Q�W�U�X

���� ������



�/�D�X�U�D���%�L�D�Q�F�D �%�L�O�L�X�V �_ �&�R�Q�W�U�L�E�X� �L�L �v�Q �U�H�F�X�Q�R�D�ú�W�H�U�H�D �I�R�U�P�H�O�R�U �X�W�L�O�L�]�k�Q�G �G�H�V�F�R�P�S�X�Q�H�U�L �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H �_ ��������

�)�L�J�X�U�D ���������5�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�U�H�D �J�U�D�I�L�F�� �D �P�D�W�U�L�F�L�L �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� ���D�� �ú�L �D �G�L�D�J�U�D�P�H�L �9�R�U�R�Q�R�L �F�R�U�H�V�S�X�Q�]���W�R�D�U�H
�V�H�W�X�O�X�L �G�H �G�D�W�H�,�Q�V�X�O�D �0�L�F�� �D �%�U���L�O�H�LD2 ���G�L�P�H�Q�V�L�X�Q�H �E�O�R�F� 25�� ���E�� �ú�L �G�L�D�J�U�D�P�D �9�R�U�R�Q�R�L �X�Q�G�H �Y�D�O�R�U�L�O�H
�Q�R�G�X�U�L�O�R�U �9�R�U�R�Q�R�L �V�X�Q�W �U�H�S�U�H�]�H�Q�W�D�W�H �G�H �Y�D�O�R�U�L�O�H �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �G�H �D�E�X�Q�G�H�Q� �� ���F����

�W�R�D�W�H �Q�R�G�X�U�L�O�H�� �)�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L �Y�R�U �I�L �F���X�W�D�W�H �v�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U �>�����@ ���Y�H�]�L �)�L�J�X�U�D����������
�)�R�U�P�H�O�H �W�D�U�L �V�X�Q�W �G�H�I�L�Q�L�W�H �F�D �I�L�L�Q�G �V�X�E�V�H�W�X�U�L�O�H �G�H �S�D�U�W�L� �L�L �F�D�U�H �D�X �I�R�V�W �W�R�W �W�L�P�S�X�O �F�O�X�V�W�H�U�L�]�D�W�H �v�P��
�S�U�H�X�Q�� �>�����������@�� �)�L�J�X�U�D�������� �S�D�V�X�O �,�� �6�F�R�S�X�O �H�V�W�H �G�H �D �J���V�L �R �S�D�U�W�L� �L�H �F�R�Q�V�H�Q�V �S�H�Q�W�U�X �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�D
�R�E� �L�Q�X�W�� �D�Q�W�H�U�L�R�U�� �F�X �P�H�Q� �L�X�Q�H�D �F�� �D�F�H�D�V�W�� �V�D�U�F�L�Q�� �H�V�W�H �R �S�U�R�E�O�H�P�� �1�3 �G�L�I�L�F�L�O���� �Ì�Q �Y�H�G�H�U�H�D �U�H��
�]�R�O�Y���U�L�L �D�F�H�V�W�H�L �V�D�U�F�L�Q�L�� �H�X�U�L�V�W�L�F�D �S�U�R�S�X�V�� �S�U�H�V�X�S�X�Q�H �D�S�O�L�F�D�U�H�D �J�U�X�S���U�L�L �L�H�U�D�U�K�L�F�H �S�H�Q�W�U�X �I�R�U�P�H�O�H
�W�D�U�L �H�[�W�U�D�V�H �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U ���S�D�V�X�O �,�, �G�L�Q �)�L�J�X�U�D����������

�)�L�J�X�U�D ���������2�E� �L�Q�H�U�H�D �I�R�U�P�H�O�R�U �W�D�U�L ���,�� �ú�L �D �S�D�U�W�L� �L�H�L �F�R�Q�V�H�Q�V ���,�,�� �G�L�Q �P�D�W�U�L�F�H�D �P�X�O�W�L���S�D�U�W�L� �L�L�O�R�U��

������ �(�Y�D�O�X�D�U�H�D �P�H�W�R�G�H�L �S�U�R�S�X�V�H

�Ì�Q �F�R�Q�W�L�Q�X�D�U�H �V�X�Q�W �S�U�H�]�H�Q�W�D�W�H �U�H�]�X�O�W�D�W�H�O�H �R�E� �L�Q�X�W�H �S�H�Q�W�U�X �V�H�W�X�U�L�O�H �G�H �G�D�W�H �V�L�Q�W�H�W�L�F�H �ú�L �L�P�D�J�L��
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