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1 Introducere 

1.1 Motivație 

Continua miniaturizare care are loc în ultimii ani în tehnologia calculatoarelor a 

determinat oamenii de ştiinţă să caute noi soluții pentru îmbunătățirea performanței de 

calcul. S-a arătat că numărul de atomi necesari pentru a reprezenta un bit de informaţie 

scade în fiecare an de 1,5 ori. Dacă se continuă această tendinţă, în jurul anului 2020 se 

va ajunge la nivelul de 1 atom pentru un bit de informaţie. În aceste condiţii, 

funcţionarea calculatorului nu mai este guvernată de legile fizicii clasice, ci de un alt 

model fizic, cel al mecanicii cuantice. 

În același timp volumul de date disponibile este în creștere. În conformitate cu 

studiul IDC Digital Universe [Gantz et al, 2011], acest volum se dublează la fiecare doi 

ani, numai în 2011 fiind create și replicate 1,8 zettabytes de date . 

 În acest context al miniaturizării continue a circuitelor integrate bazate pe 

silicon și a creșterii continue a volumului de date disponibile, un nou domeniu al științei 

a prins contur: calculul cuantic. Aflat la confluența mai multor domenii, precum fizica, 

matematica și știința calculatoarelor, calculul cuantic utilizează fenomenele cuantice 

pentru a efectua operaţii asupra datelor. Scopul său este găsirea unor algoritmi 

considerabil mai rapizi decât algoritmii clasici care rezolvă aceeaşi problemă și a unor 

algoritmi care rezolvă probleme de calcul imposibil de rezolvat în calculul clasic. 

Calculul cuantic utilizează principiile mecanicii cuantice pentru a procesa date: 

principiul superpoziției, paralelism cuantic, interferență și decoerență cuantică. 

Principiul superpoziției arată că un sistem cuantic poate exista simultan în mai multe 

stări. Totuși, accesul la aceste stări este restricționat. O informație clasică despre 

informația cuantică este obținută prin operații de măsurare și o astfel de operație 

determină colapsarea sistemului la o anumită valoare (clasică), toate celelalte fiind 

pierdute. Cu excepția operației de măsurare, toate operațiile care se efectuează asupra 

unui sistem cuantic trebuie să fie reversibile. Aceste operații sunt descrise prin operatori 

unitari. Principiul superpoziției conduce la posibilitatea de a efectua simultan mai multe 

calcule. Această caracteristică este numită paralelism cuantic și reprezintă sursa 

principală a puterii calculului cuantic. Un calcul cuantic constă în următoarele: 

inițializarea sistemului cuantic, aplicarea unei secvențe de operații (unitare) care 

modifică starea sistemului și efectuarea operației de măsurare.  

Originea calcului cuantic este considerată a fi ideea lui Richard Feynman pentru 

construirea unui calculator care să simuleze sisteme cuantice. În articolul său publicat în 

1982 [Feynman 82], Feynman a argumentat că numai un calculator cuantic ar putea să 

simuleze eficient sistem cuantice. Observaţia sa a condus la speculaţia că, în general, 

calculele ar putea fi mult mai eficiente dacă s-ar utiliza efectele mecanicii cuantice. În 

aceeaşi perioadă, Paul Benioff [Benioff 1982] a arătat că un calcul cuantic este cel puţin 

la fel de puternic precum calculul clasic. În acei ani, domeniul calculului cuantic s-a 

dezvoltat încet deoarece nimeni nu ştia cum să utilizeze efectele cuantice.  
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În 1985 David Deutsch a publicat articolul “Quantum theory, the Church-Turing 

principle and the universal quantum computer” [Deutsch, 1985] în care a introdus un 

model pentru calculul cuantic: versiunea cuantică a maşinii Turing. El a arătat că, în 

principiu, orice proces fizic poate fi modelat perfect cu ajutorul unui calculator cuantic. 

De asemeni, a demonstrat că un calculator cuantic universal poate face lucruri pe care 

maşina Turing universală nu le poate face.  

David Deutsch a inventat primul algoritm cuantic care rezolvă o problemă de 

calcul mai eficient decât varianta sa clasică. În 1989, în articolul "Quantum 

computational networks" [Deutsch, 1989] , Deutsch a descris al doilea model pentru 

calculul cuantic: circuitele cuantice. El a demonstrat că porţile cuantice pot fi combinate 

pentru a realiza calcule cuantice în acelaşi mod în care porţile logice pot fi combinate 

pentru a realiza calcule clasice. În 1992 a apărut algoritmul Deutsch-Jozsa care a ilustrat 

avantajul calculului cuantic faţă de calculul clasic.  

În 1994, Peter Shor [Shor 1994] a surprins lumea descriind un algoritm cuantic 

pentru factorizarea întregilor în timp polinomial. Tot în 1994, Shor a prezentat 

algoritmul cuantic pentru calculul logaritmului unui număr natural, iar în 1996 Lov 

Grover [Grover 96] a inventat algoritmul de căutare într-o bază de date neordonată.  

După publicarea algoritmului lui Shor cercetările în domeniul calcului cuantic au 

cunoscut o amploare deosebită, cercetătorii încercând atât să construiască computere 

cunatice cât şi să găsească alţi algoritmi cuantici. Cum sistemele criptografice populare 

se bazează pe faptul că un număr întreg mare este greu de descompus în factori primi pe 

un calculator clasic, a apărut ideea că un calculator cuantic ar conduce la inutilitatea 

acestor sisteme. Totuși, cu ajutorul calculului cuantic s-ar putea construi alți algoritmi 

performanți pentru a asigura securitatea datelor. 

Deși calculatoarele cuantice nu sunt încă disponibile în afara laboratoarelor de 

cercetare, un imens volum de muncă este desfășurat pentru propunerea de noi algoritmi. 

În lipsa hardware-ului cuantic s-au dezvoltat simulatoarele cuantice ce permit 

implementarea algoritmilor descriși la nivel teoretic, pe baza formalismului matematic. 

Aceste simulatoare prezintă limitări în ceea ce privește timpul de execuție și/sau 

dimensiunea problemei simulate însă utilizarea lor ajută la o mai bună înțelegere a 

modului în care funcționează calculatoarele cuantice și la trecerea peste barierele care 

separă calculul cuantic de calculul clasic. Este important pentru comunitatea științifică 

să înțeleagă aceste noi dezvoltări deoarece ele pot schimba radical modul în care trebuie 

să gândim despre calcul, programare și complexitate. 

 

 

 

1.2 Structura tezei 

Teza este structurată în nouă capitole și bibliografie. Primul capitol cuprinde 

motivația și structura tezei. Al doilea capitol prezintă conceptele fundamentale care stau 

la baza calculului cuantic: qubit și registru cuantic, operatori unitari și porți cuantice, 

măsurare, reprezentarea geometrică a qubit-ului.  

Capitolul al treilea este rezervat prezentării unor algoritmi cuantici care au 

demonstrat imensa putere de calcul a sistemelor bazate pe fenomenele cuantice și care 

au condus la conturarea domeniului “calcul cuantic” ca un domeniu de sine stătător. 

Sunt prezentați și analizați algoritmii lui Deutsch (considerat primul algoritm cuantic), 

Deutsch și Jozsa (o generalizare a algoritmului anterior), Bernstein-Vazirani, Simon, 

Shor, precum și transformata Fourier cuantică. Din această categorie face parte și 
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algoritmul lui Grover, însă acesta este abordat în capitolul al cincilea dedicat 

algoritmilor de căutare. 

În capitolul al patrulea este abordata un alt aspect al calcului cuantic și anume 

mersurile cuantice. Dezvoltate pornind de la mersurile aleatoare clasice – care au o mare 

importanță în calculul clasic – mersurile cuantice s-au dovedit a fi un instrument util 

pentru dezvoltarea de algoritmi cuantici. Acestea au un comportament diferit față de 

mersurile aleatoare clasice și au stat la baza dezvoltării altor algoritmi mai rapizi decât 

algoritmii clasici. În acest capitol este propus un circuit cuantic pentru simularea 

mersurilor cuantice pe un hypercub. 

Capitolul al cincilea prezintă și analizează în detaliu algoritmi cuantici de 

căutare. Este prezentat atât algoritmul lui Grover cât și algoritmi de căutare bazați pe 

mersuri cuantice și sunt analizate probabilitățile de a măsura starea marcată. De 

asemeni, capitolul conține o analiză comparativă a acestor algoritmi, privind numărul 

optim de iterații și probabilitatea de a măsura starea marcată  

Capitolul șase introduce noțiunea de simulare a calculelor cuantice. În absența 

hadware-ului cuantic, algoritmii dezvoltați sunt simulați pe calculatoare clasice. Această 

simulare conduce la o mai bună înțelegere a caracteristicilor calculatoarelor cuantice și a 

constrângerilor impuse de acestea, precum și la dezvoltarea altor algoritmi. De-a lungul 

timpului foarte multe simulatoare au apărut și s-au dezvoltat, unele dintre ele continuă 

să fie dezvoltate iar altele nu mai sunt utilizate. În lucrare sunt trecute în revistă o parte 

dintre simulatoarele existente la momentul efectuării cercetării.  

Pentru simularea algoritmilor a fost ales limbajul QCL (Quantum Computation 

Language) care este proiectat să lucreze cu orice arhitectură de computer cuantic. În 

capitolul al șaselea este realizată o prezentare a acestui limbaj cuantic, iar în capitolul 

șapte sunt simulați –utilizând QCL - algoritmii cuantici prezentați în lucrare. Pentru 

algoritmul lui Simon este analizată în detaliu construirea transformării oracol pentru 

cazul regiștrilor bidimensionali și tridimensionali, sunt realizate circuitele cuantice 

(formalismul circuitelor cuantice) și implementarea corespunzătoare în QCL. De 

asemeni, sunt propuse circuite cuantice și implementarea algoritmului pentru mersul 

cuantic pe un hipercub, precum și circuitul cuantic și implementarea pentru algoritmul 

de căutare utilizând mersul cuantic pe un hipercub.   

Capitolul al nouălea prezintă concluziile tezei, contribuțiile autoarei și 

diseminarea rezultatelor. 
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2 Concepte fundamentale 

Corespondentul cuantic al bit-ului clasic este qubit-ul (quantum bit – bit-ul 

cuantic). Termenul “qubit” a fost propus de B. Schumacher [Schumacher  1995] și 

reprezintă un sistem fizic care are două stări de bază, notate convenţional  prin |0 şi |1, 
corespunzând  valorilor 0 şi 1 ale bitului clasic. Starea generală a unui qubit este o 

superpoziţie sau o combinaţie liniară a stărilor de bază [Rieffel et al, 2000], [Nielsen  

2010] adică: 

 10    (2.1) 

unde amplitudinile  şi  sunt numere complexe care satisfac condiţia de normare 

 1
22
    (2.2) 

Un qubit poate conține simultan valorile 0 și 1 (când ambii coeficienţi  și  sunt 

diferiţi de zero).  

O mulţime de n qubiţi formează un registru cuantic de dimensiune n (un sistem 

n-qubit) [Rieffel et al, 2000].  Spaţiul asociat stărilor cuantice ale unui sistem n-qubit 

este un spaţiu Hilbert de dimensiune 2
n
 :  

 

 H
n
 =  H  H  . . . H (2.3) 

 

unde  reprezintă produsul tensorial iar H este spaţiul Hilbert asociat unui qubit 

[Gruska 2000]. Elementele bazei spațiului H
n
 sunt produse tensoriale ale vectorilor 

bazei spațiului H, adică sunt de forma |kn-1 . . .  |k1  |k0, cu ki {0,1}, i=0,n-1.  

Starea generală a unui sistem n-qubit este o superpoziție a tuturor celor 2
n
 stări de bază: 

 

 





12

0

n

k

k k  (2.4) 

 

unde  

 011 ... kkkk n     (2.5)  

și 

 





12

0

2
1

n

k

k   (2.6) 

  

Similar sistemului cuantic 1-qubit, un sistem n-qubit poate stoca simultan toate cele 2
n
 

valori reprezentând stările de bază. 

Prin măsurarea unui sistem cuantic aflat în starea  se obține o informație 

clasică despre starea sistemului. Operația de măsurare a unui sistem fizic aflat într-o 

stare necunoscută distruge ireversibil această stare, neexistând nicio posibilitate de a 

recupera starea anterioară măsurării. [Portugal 2013] Un sistem cuantic poate fi observat 
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doar în stările de bază, însa el poate să existe în orice superpoziţie a stărilor de bază atât 

timp cât nu este măsurat. Măsurarea este singura operaţie neunitară pe care un calculator 

cuantic trebuie să fie capabil să o execute în timpul calcului. 

Dacă un qubit este în starea 10   și este efectuată o operație de măsurare se 

obține rezultatul 0 cu probabilitatea 
2

 (iar sistemul rămâne în starea 0 ) sau 

rezultatul 1 cu probabilitatea 
2

 (sistemul rămânând în starea 1 ). Măsurarea nu dă 

valorile lui  și . Acestea sunt inaccesibile prin măsurare. [Lavor et al, 2003]  

Analog, măsurând un sistem n-qubit aflat în starea 





12

0

n

k

k k  se obține un 

număr întreg k (0  k  2
n
-1) cu probabilitatea 

2

k  iar sistemul rămâne în starea k . 

Conform relației (2.8), suma probabilităților este 1.  

 

Evoluția în timp a stărilor unui sistem cuantic este descrisă de operatori unitari şi 

este guvernată de ecuaţia lui Schrödinger [Rieffel et al 2000]. Un astfel de operator 

unitar constituie o poartă cuantică. Porţile cuantice elementare folosite pot fi pe un 

singur qubit (one-qubit) sau pe mai mulţi qubiţi (multi-qubit). Deoarece calculul cuantic 

este reversibil, numărul de intrări trebuie să fie egal cu numărul de ieșiri. În plus, sunt 

permise numai porţile cuantice care păstrează tot timpul norma  

 

 1
2
x x  (2.7) 

 

În acest capitol sunt prezentate următoarele porţi cuantice elementare pe un 

singur qubit: Unitate I, Hadamard H, Pauli (X, Y, Z), rotaţie de fază S,  modificare a 

fazei P, porți ce au următoarea reprezentare matriceală: 

 

 









10

01
I

 












11

11

2

1
H

 

 
0

01










i
S 








 ie

P
0

01
 (2.8) 

 

 

  

  

 

 









01

10
X

 







 


0

0

i

i
Y

 












10

01
Z  (2.9) 

 

 

  

Una dintre cele mai importante porți 2-qubit este Controlled-NOT (CNOT). 

Aceasta schimbă starea celui de-al doilea qubit (qubitul ţintă) dacă primul qubit (qubitul 

de control) este în starea 1  şi o lasă neschimbată dacă primul qubit este în starea 0 . 

Poarta Controlled-Controlled-NOT (CCNOT) sau poarta Toffoli [DiVincenzo 1998] 

este una dintre cele mai importante porți pe 3 qubiți. Aceasta schimbă starea celui de-al 

treilea qubit (qubitul țintă) dacă și numai dacă primii doi qubiți (qubiți de control) se 

află simultan în starea 1 . Reprezentările matriceale corepunzătoare porților CNOT 

[Braunstein 1995], și CCNOT sunt prezentate mai jos. 
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În acest capitol mai sunt prezentate următoarele porți cuantice: SWAP, Cph (controlled 

phase), (SWAP)
1/2

, Controlled-U, Fredkin-Toffoli , Walsh-Hadamard. 

3 Algoritmi cuantici 

Un calcul cuantic constă în următoarele: inițializarea sistemului cuantic, 

aplicarea unei secvențe de operații care modifică starea sistemului și efectuarea 

operației de măsurare. Cu excepția operației de măsurare, toate operațiile care se 

efectuează asupra unui sistem cuantic trebuie să fie reversibile. Aceste operații sunt 

descrise prin operatori unitari. În acest capitol sunt prezentați și analizați algoritmii lui 

Deutsch (considerat primul algoritm cuantic), Deutsch și Jozsa (o generalizare a 

algoritmului anterior), Bernstein-Vazirani, Simon, Shor, precum și transformata Fourier 

cuantică.  

 

Algoritmul lui Simon 

 

Fie funcţia f :{0,1}
n
  {0,1}

n
, unde n este un întreg pozitiv.  Similar 

problemelor precedente, accesul la funcţia f este restricţionat la interogări către o cutie 

neagră ce corespunde transformării unitare Uf. Există un șir s (s  {0,1}
n
), astfel încât 

f(x) = f(y)  y = x  s, pentru orice x, y  {0,1}
n
. Problema constă în determinarea lui 

s. Daniel Simon a propus un algoritm [Simon 1997] care, pornind de la un registru x  

poate calcula eficient )(xfx  în n pași. Într-un circuit cuantic, se foloseşte o variantă 

a algoritmului Deutsch-Jozsa în care ambii registri contin n qubiti. Reprezentarea 

schematica a algoritmului Simon este dată în fig. 1: 

Stările sistemului sunt: 
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Fig. 1 - Circuitul cuantic pentru algoritmul lui Simon 
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Se măsoară al doilea registru. Daca s⋅y = 1 termenii din coeficientul lui y interferă 

distructiv, doar stările y cu s⋅y = 0 rămânând în suma peste y. Rezultatul măsurării este 

deci selectat aleator dintre toate valorile posibile y ce satisfac s⋅y = 0, fiecare valoare având 

probabililatea 2-(n+1). Rulând algoritmul de mai multe ori, de fiecare dată se obține o altă 

valoare y care satisface s⋅y = 0. Odată ce am gasit n astfel de valori independente se pot 

rezolva equatiile s⋅yi=0, i = 1,.., n pentru a determina valoarea unica a lui s (care are n biti). 

Cu n repetitii probabilitatea de succes este exponenţial apropiată de 1. 

4 Mersuri cuantice 

Mersul cuantic poate fi privit ca echivalentul cuantic al mersului aleator clasic. 

[Childs 2009], [Ambainis 2010] 

 

4.1.1 Mers cuantic discret pe o linie 

 
Un mers cuantic discret pe linie (discrete time quantum walk on the line) este 

definit în analogie directă cu mersul aleator clasic. [Lovett 2010] În mersul aleator 

clasic, o particulă se deplasează pe o linie la stânga sau la dreapta în funcție de 

rezultatul aruncării unei monede. Întrucât operațiile cuantice trebuie să fie reversibile, în 

cazul cuantic „aruncarea monedei‟ trebuie să fie efectuată de un operator unitar.  
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Poziția x a particulei este un vector în spațiul Hilbert HP, a cărui bază de calcul 

este {|x : x  Z}. Evoluția mersului depinde de o “monedă” cuantică. Spațiul Hilbert al 

sistemului este H =HC  HP, [Du et al, 2011] unde HC, este spațiul Hilbert 

bidimensional asociat cu ”moneda” și are baza de calcul {|0, |1}.  

„Moneda” se definește ca o matrice unitară cu două dimensiuni care acționează 

pe vectori în spațiul Hilbert HC. Aceasta se numește operator monedă C. [Portugal 

2013] Schimbarea poziției de la |x la |x+1 sau |x-1 este descrisă printr-un operator 

unitar numit operator de mutare (shift operator) S [Portugal 2013]. Mersul cuantic 

constă în aplicarea operatorului unitar de evoluție [Kempe 03], [Aharonov 2001] 

 

 U = S (C  I) (4.1) 

 

de un număr de ori fără măsurări intermediare.  

În mersul aleator clasic, particula se poate deplasa numai într-o direcție la un 

anumit moment. În schimb, în mersul cuantic aceasta se poate deplasa în ambele direcții 

până când este realizată operația de măsurare. Datorită posibilităților multiple de 

deplasare, apare interferența cuantică, ceea ce duce la creșterea sau scăderea 

amplitudinilor de probabilitate la fiecare moment. Apare astfel un comportament diferit 

în comparație cu echivalentul clasic. [Lovett 11] 

 

În mersul aleator clasic, probabilitatea maximă este atinsă pentru n  0. Însă, în 

mersul cuantic probabilitatea maximă este atinsă pentru n  
2

t
 .[Portugal 2013] 

Mersul aleator clasic simetric pe linie, are varianța t (numărul de pași), deci distanța 

așteptată față de origine este de ordinul O( t ). Însă, în mersul cuantic varianța este 

O(t
2
), deci distanța așteptată față de origine este de ordinul O(t), altfel spus mersul 

cuantic se propagă mai rapid. 

 

 

4.1.2 Mersul cuantic discret pe un graf regulat 
 

Diferența între mersul cuantic pe un graf regulat și cel pe o linie este dimensiunea 

spațiului Hilbert al monedei și al poziției.  

Fie G = (V, E) un graf neorientat, regulat, unde V = {0,1,…N-1} este mulțimea 

nodurilor și E mulțimea muchiilor. Spațiul Hilbert al sistemului este [Kendon 06]: 

 vC HHH   (4.2) 

unde Hv reprezintă spațiul nodurilor și are baza de calcul: 

 Hv = { |v: v ∊ ZN} (4.3) 

unde N reprezintă numărul total de noduri, iar HC  reprezintă spațiul monedă și are baza 

de calcul: 

 HC = { |k: k ∊ Zd} (4.4) 

unde d este gradul fiecărui vârf. 

 Graful G este regulat, deci pentru fiecare nod v există o mulțime formată din d  

muchii   { j
ve   E | j = 1,2,…, d} astfel încât j

ve  este a j-a muchie care unește nodul v cu 

un nod vj. [Kendon et al, 2005] Operatorul de mutare S mapează starea |k,v în |k,vj 

corespunzător muchiei j
ve
 
care unește nodurile v și vj (a j-a muchie care pleacă din nodul 

v). 
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4.1.3 Circuitul cuantic pentru mersul cuantic pe un hipercub 
 

Fie n un număr întreg pozitiv. Hipercubul HCn  este un graf având 2
n
 vârfuri de 

coordonate (b1, b2, …, bn), bi ∊ {0,1}.  Două  vârfuri b = (b1, b2, . . ., bn) și c = (c1, c2, . . 

., cn) sunt vecine dacă coordonatele lor binare diferă doar printr-un bit, adică există un j 

∊ {1,2, . . . , n} astfel încât bj  cj și bi = ci pentru orice i  j. Fiecare vârf are n vecini. 

Matricea de tranziție M a mersului aleator pe hipercub are elementele Mb, c, unde Mb, c 

este probabilitatea de a trece din vârful b în vârful c: 

 

 





restîn

vecinisuntcbdacn
M cb

 0

  , ă1
,  (4.5) 

 

Pentru n = 2, HC2 este graful reprezentat de vârfurile și muchiile pătratului de latură 1, 

cu punctele diagonal opuse (0,0), (1,1). HC3 este reprezentat de cubul unitate cu 

vârfurile diagonal opuse (0,0,0), (1,1,1). În cazul n = 3 că vârfurile sunt: (0,0,0), (1,0,0), 

(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,1,1), (0,0,1), (1,0,1).   

 

Pentru un hipercub de dimensiune n, gradul fiecărui vârf este n și numărul total 

de noduri este N = 2
n
. Operatorul monedă și operatorul de mutare se definesc astfel: 

 

 
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1
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n

d x

d xdexdS


 (4.6) 

 

 C = C0  I (4.7) 

 

unde de este al d-lea vector de bază al hipercubului. C0 este un operator unitar ce 

acționează pe spațiul monedă iar I este operatorul identitate. 

Pe un hipercub de dimensiune n, operatorul de shift-are mapează starea |k,v în  

|k,vj, unde șirurile de n biți v și vj diferă prin al j-lea bit. Operatorul S poate fi 

reprezentat astfel: 
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nn
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
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 (4.8) 

unde  reprezintă adunarea modulo 2. 

Am propus următorul circuit pentru a reproduce acțiunea acestui operator în cazul 

în care n este o putere a lui 2 [Bărîlă 2015b]:  
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Fig. 2 - Circuitul cuantic pentru operatorul de mutare [Bărîlă 2015b] 

unde |c1|c2…|cm reprezintă  starea monezii iar |p1|p2…|pn poziția particulei. 

Circuitul conține porți cuantice (Controlled)
m
-NOT. 

Operatorul de mutare pentru mersul cuantic pe un hipercub de dimensiune 4 este 

prezentat în figura următoare. 

 

 
Fig. 3 - Circuitul cuantic pentru operatorul de mutare în cazul n=4 [Bărîlă 2015b] 

Prima poartă schimbă starea qubitului țintă dacă și numai dacă cei doi qubiți de control 

sunt setați la 0. Această poartă poate fi reprezentată utilizând porți CCNOT și X astfel: 

 
În mod analog, a doua și a treia poartă pot fi reprezentate utilizând porțile cuantice 

CCNOT și X. 

În cazul n>4, circuitul cuantic pentru operatorul de mutare (fig. 20) utilizează 

porți (Controlled)
m
-NOT. O poartă controlată cu m qubiți de control poate fi 
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implementată utilizând 2(m-1) porți CCNOT și (m-1) qubiți ancilă ca în [Verdenhalven 

2008]: 

 

 
Fig. 4- Poarta (Controlled)

m
-NOT 

5 Algoritmi cuantici de căutare 

5.1 Algoritmul lui Grover  

Un algoritm cuantic superior analogului clasic este algoritmul de căutare dezvoltat de 

Lov K. Grover în 1996 [Grover 96], [Grover 1997]. Acesta oferă soluția pentru problema 

următoare [Grover 96]: Fie un sistem cu N = 2
n
 stări notate S1, S2, . . ., SN. Aceste 2

n
 stări 

sunt reprezentate prin șiruri de n biți. Fie o stare unică, Sv, care satisface condiția C(Sv) 

= 1, în timp ce pentru toate celelalte stări S, C(S) = 0 (se presupune că pentru orice stare 

S, condiția C(S) poate fi evaluată în timp constant). Se cere identificarea stării Sv. Altfel 

spus, se cere să se găsească obiectul care satisface o anumita cerință dintr-o listă nesortată 

de N obiecte. Fără a pierde din generalitate se poate presupune că S = {0, 1, 2, . . . , N-1}. 

Cerința pe care trebuie să o îndeplinească obiectul este reprezentată printr-o funcție dată sub 

forma unei cutii negre (black box). În cazul clasic, căutarea unui element într-o listă 

neordonată de dimensiune N este realizată în timp liniar O(N). Algoritmul cuantic 

prezentat de Grover poate găsi elementul căutat în   NO  pași. 

Algoritmul lui Grover setează starea sistemului la o superpoziție uniformă a tuturor 

stărilor posibile apoi aplică de mai multe ori un operator G al cărui efect este creșterea 

probabilității ca sistemul să se afle în starea marcată (căutată) și scăderea probabilităților 

celorlalte stări. După aplicarea acestui operator de un număr de ori, sistemul se află în 

starea căutată cu o probabilitate apropiată de 1.  

Algoritmul utilizează doi regiștri (un registru cu n qubiți și un registru cu un singur 

qubit) și poate fi descris astfel: 

1. inițializează primul registru în starea |00…00 iar al doilea în starea |1 

2. aplică poarta Hadamard fiecărui qubit 
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3. aplică operatorul Grover (G) de  







N

4


ori 

4. măsoară starea primului registru 

Circuitul care implementează căutarea cuantică este prezentat în Fig.5. Stările 

sistemului sunt: 

 100 n
  (5.1) 
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unde starea  
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este obținută prin aplicarea transformatei H⊗n
 asupra lui |0〉n. Această stare cuantică 

reprezintă superpoziția tuturor stărilor posibile x din n qubiți cu amplitudini egale date 

prin  √ ⁄  . Al doilea registru a fost inițial în starea |1〉, iar după aplicarea 

transformatei Hadamard se află în starea 
2

10 
 [Bărîlă 2014a]. 

 

 
Fig. 5 - Circuit Grover [Lavor et al, 2003] 

 

Iterația Grover constă  în două transformări. Prima transformare marchează 

starea elementului căutat prin inversarea stării acestui element, iar a doua transformare 

amplifică amplitudinea de probabilitate a stării cuantice respective prin inversarea fazei 

amplitudinii în jurul mediei pentru toate stările.   

Inversarea stării elementului căutat (mai exact, inversarea fazei amplitudinii 

stării respective) este obținută printr-o transformare unitară numită “oracol” (sau funcție 

“black box”) care este definită astfel: 

 

   )(xfyxyxO   (5.4) 

 

unde  

 x este o stare a primului registru (deci x ∊ {0,  , . . . , 2n-1}) 

 y  este o stare a celui de-al doilea registru (deci y∊ {0,1}) 

 f este o funcţie booleană, f: {0,1}
n
 {0,1} cu 
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Starea primului registru după aplicarea oracolului este: 
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și reprezintă o superpoziție a tuturor stărilor bazei. Însă amplitudinea elementului căutat 

x0 este negativă, în timp ce toate celelalte amplitudini sunt pozitive. Astfel, elementul 

căutat a fost marcat cu un semn minus. 

 A doua transformare va amplifica amplitudinea stării elementului căutat prin 

aplicarea operatorului de difuzie, D, definit astfel: 
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Operatorul D are ca efect inversarea tuturor stărilor în jurul mediei, din acest motiv fiind 

numit și inversare față de medie [Lavor et al, 2003]. 

Starea primului registru după aplicarea operatorului de inversare față de medie este: 
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Al doilea registru este in starea | ⟩.  

Amplitudinea stării marcate crește cu  NO 1 , iar amplitudinile stărilor nemarcate 

scad. Astfel, probabilitatea de a măsura starea marcată crește. Pentru ca această 

probabilitate să fie apropiată de 1, este necesară aplicarea iterației Grover de  NO ori. 

Numărul k0 de aplicări ale operatorului G este dat de relația: 
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 (5.9) 

După aplicarea lui G de k0 ori, primul registru este măsurat. Probabilitatea de a găsi 

elementul dorit este: 

 
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 
 

2

12
sin 02 k

p  (5.10) 

Numărul de iterații k0 este numărul optim de iterații. Aplicând în continuare 

operatorul Grover, probabilitatea de a găsi elementul dorit nu crește, ci dimpotrivă, 

descrește. Tabelul de mai jos conține probabilitățile de a măsura un element dintr-o listă 

cu 64 de elemente (6 qubiți) în 8 iterații. Sunt prezentate doar primele 20 de valori, însă 

toate elementele nemarcate au aceeași amplitudine de probabilitate. Elementul căutat 

este 10 iar numărul optim de iterații este 6. Probabilitatea de a găsi elementul 10 este 

13,48% dacă s-ar efectua o operație de măsurare după prima iterație și ajunge la 99,66% 

după 6 iterații. Aplicând în continuare operatorul Grover, probabilitatea de a măsura 

elementul 10 devine 90,75%, apoi 71,8%. Probabilitatea de a găsi un element nemarcat 

este 1,38% după prima iterație și scade până la 0,06% după 6 iterații. Dacă se aplică în 
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continuare operatorul Grover, probabilitatea de a măsura un element nemarcat crește la 

0,15%, apoi 0,45%. 

 

 
 

 

 

 
Fig. 6 - Probabilitatea de a găsi un element într-o listă cu 64 de elemente (6 qubiți) în 8 iterații (elementul 

marcat este 10) 
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Fig. 7 - Probabilitatea de a găsi elementul căutat într-o listă cu 64 de elemente (6 qubiți) 

 
Fig. 8 - Evoluția probabilităților elementelor marcate și nemarcate 

 

 

5.2 Algoritmi de căutare ce utilizează mersul cuantic 

Primul algoritm de căutare bazat pe mersul cuantic a fost prezentat de Neil Shenvi, 

Julia Kempe și K. Birgitta Whaley în [Shenvi et al, 2003]. Algoritmul este cunoscut sub 

numele algoritmul SKW și utilizează mersuri cuantice discrete. 

Problema originală poate fi formulată astfel: dată o funcție f, f(x) = 1 dacă x = a și 

f(x)=0 altfel, să se găsească a, unde 0  a  2
n
-1. Problema este echivalentă cu a căuta 

un singur element marcat printre cele N = 2
n
 vârfuri ale unui hipercub. 
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Algoritmul SKW este bazat pe mersul cuantic pe un n-cub, adică un hipercub de 

dimensiune n. Hipercubul este un graf cu N = 2
n
 noduri, fiecare nod fiind etichetat 

printr-un șir de n biți. Două noduri sunt conectate dacă ele diferă doar printr-un singur 

bit. Fiecare dintre cele 2
n
 noduri are gradul n, deci spațiul Hilbert al algoritmului este 

nHHH n 2
 . Fiecare stare din H poate fi descrisă printr-un șir de biți x ce precizează 

poziția în hipercub și o direcție d, ce precizează starea monedei. Operatorul de mutare, 

S, transformă o stare |d, x într-o stare |d, xed, unde ed reprezintă al d-lea vector de 

bază al hipercubului. S poate fi scris explicit ca: 
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În mod normal, operatorul monedă este ales astfel încât aceeași monedă este aplicată 

fiecărui nod din graf. Cu alte cuvinte, operatorul monedă C poate fi scris: 

 

 C = C0 ⊗ I  (5.12) 

 

unde C0 este un operator unitar n × n ce acționează pe spațiul monedă.  

Pentru a crea un algoritm de căutare utilizând mersul cuantic, se consideră o 

mică perturbare a operatorului unitar U. Mai exact, se consideră ”marcarea” unui singur 

nod arbitrar prin aplicarea unei monede speciale acestui nod. Astfel, operatorul monedă 

ia funcția unui oracol. Totuși, contrar oracolului standard care inversează faza stării 

marcate în setarea standard a algoritmului de căutare, oracolul acționează prin aplicarea 

unei monede de marcare (marking coin), C1, nodului marcat și a unei monede diferite, 

C0, nodurilor nemarcate. Operatorul monedă devine: 

 

 00010 )(' xxCCICC    (5.13) 

 

Moneda de marcare, C1, poate fi orice matrice unitară n×n. Pentru simplitate, se 

consideră aici cazul în care C1 = −I. Atunci operatorul unitar de evoluție perturbat, U′, 

este dat prin: 

 

 
 

 00

000

2

)(''

xxssSU

xxCGIGSCSU

CC 
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  (5.14) 

 

Analiza efectelor acestei perturbații conduce la definiția algoritmului de căutare bazat 

pe mersul cuantic. 

Similar algoritmului lui Grover, algoritmul de căutare utilizând mersul cuantic  

este iterativ, adică operatorul U‟ trebuie să fie aplicat succesiv până când probabilitatea 

de a găsi nodul marcat este considerabilă.  

Ca și în algoritmul lui Grover, numărul de iterații indicat de autori este numărul 

optim. Dacă se continuă aplicarea operatorului de evoluție, probabilitatea de a măsura 

elementul marcat scade. Simulările numerice ale celor doi algoritmi arată că 

probabilitatea de a obține elementul dorit este mai mare în algoritmul lui Grover. Astfel, 

în algoritmul de căutare bazat pe mersul cuantic, probabilitatea de a găsi elementul dorit 

într-o listă cu 2
4
 elemente este de 25% după prima iterație, devine 39,06% după a treia 

și a patra iterație și apoi începe să scadă. De asemeni, se observă că în algoritmul lui 
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Grover toate elementele nemarcate au aceeași amplitudine de probabilitate. Însă în 

algoritmul bazat pe mersuri cuantice, elementele nemarcate au amplitudini de 

probabilitate diferite. Dacă numărul de iterații optim este depășit, apar alte vârfuri de 

probabilitate, deci probabilitatea de a măsura un element nemarcat este mai mare.  

 

 

 
Fig. 9 – Probabilitatea de a găsi un element într-o listă nesortată cu 2

4
 elemente în 6 iterații 

 

5.2.1 Circuitul cuantic pentru algoritmul SKW 
 

 

Am propus următorul circuitul cuantic pentru algortimul de căutare bazat pe un 

hipercub de dimensiune 4: 
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Fig. 10 –Circuitul cuantic pentru algoritmul bazat pe mersul cuantic pe un hipercub de dimensiune 4 
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Algoritmul de căutare SKW modifică mersul cuantic pe un hipercub astfel încăt 

este aplicată moneda –I stării marcate (|0000) și moneda G stărilor nemarcate. 

Transformarea –I realizează o rotație a stării monedei în cazul în care starea nodului este 

|0000, deci este o poartă Controlled
4
-Rx cu 4 qubiți de control care modifică starea 

registrului țintă atunci când toți cei 4 qubiți de control sunt setați la 0. Acțiunea 

transformării G asupra stărilor nemarcate corespunde acțiunii unei porți controlate cu 4 

qubiți de control, poartă ce modifică starea registrului țintă atunci când cel puțin unul 

dintre cei 4 qubiți de control este setat la 1. 

O poartă controlată cu m qubiți de control poate fi implementată utilizând 2(m-1) 

porți CCNOT și (m-1) qubiți ancilă, deci poarta Controlled
4
-Rx poate fi implementată 

utilizând 2*3 porți CCNOT și 3 qubiți ancilă: 

 

 

          |v1                                   |v1 

          |v2                                   |v2 

          |v3                        =         |v3  

          |v4                                   |v4  

          |c1                                   |0 

          |c2                                   |0 

                                                  |0 

                                                  |c1 

                                                  |c2 

 

Pentru aplicarea transformării G atunci când toți cei 4 qubiți sunt diferiți de 0,  am 

propus următorul circuit: 

 

 

|c1 

|c2 

|v1 

|v2  

|v3 

|v4 

 

 

unde !G este operația “undo” G.  Poarta Controlled
4
-!G poate fi realizată ca mai sus, 

utilizând 6 porți CCNOT și 3 qubiți ancilă. 

Circuitul cuantic pentru operatorul de mutare S (fig.12) este cel propus în 4.1.3. 

RxI 

RxI 

X
 

G
 

!G
 

X
 

Fig. 11 - Circuitul cuantic pentru moneda aplicată stărilor nemarcate 
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6 Implementarea în QCL a algoritmilor 

cuantici 

6.1 Algoritmul Simon 

6.1.1 Algoritmul lui Simon pentru cazul n=3 
 

Fie f:{0,1}
3
→{0,1}

3
 definită astfel: 

f(000) = 100 

f(001) = 010  

f(010) = 000 

f(011) = 110 

f(100) = 000 

f(101) = 110 

f(110) = 100 

f(111) = 010 

 
f(000) = f(110) ↔ 110 = 000 + 110 

f(001) = f(111) ↔ 111 = 001 + 110 

f(010) = f(100) ↔ 100 = 010 + 110 

f(011) = f(101) ↔ 101 = 011 + 110 

Șirul s este 110. 

 

6.1.1.1 Definirea transformării Uf 
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Transformarea Uf este următoarea: 
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Fig. 12- Transformarea Uf 

 

S-a definit o poartă B care acţionează pe trei qubiţi a, b, c şi schimbă starea celui de-al 

treilea qubit (c) dacă dintre primii doi qubiţi este setat unul și numai unul (dacă  a XOR 

b) [Bărîlă 2015a]: 

 

 
Fig. 13 - Poarta B 

 

6.1.1.2 Implementare în QCL [Bărîlă 2015a] 

 
 

//poarta B 

operator B(qureg x, qureg y, qureg z) 

{ 

  CCNot(x,y,z); 

  Not(x); 

  Not(y); 

  CCNot(x,y,z); 

  Not(x); 

  Not(y); 

  Not(z); 

} 

procedure simon() 

{ 

  qureg x[3]; 

  qureg y[3]; 

  int m1; int m2;  

 

  int nr; 

  nr=0; 
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  { 

  reset; 

  nr = nr+1; 

  

  //se aplica transformarea Hadamard 

  H(x); 

  //se aplica transformarea Uf 

  CNot(y[1],x[0]); 

  Not(y[2]); 

  CNot(y[2],x[0]); 

  B(x[2],x[1],y[2]);   

  //se aplica transformarea Hadamard 

  H(x); 

  //se masoara registrul x 

  measure x,m1; 

  print "Prima valoare determinata este: ", m1; 

} until (m1!=0) or (nr==10); 

 

 
Fig. 14 - Rezultatul execuției programului 

 

 

if (m1==0) 

{ 

  print "S-a masurat zero!"; 

} 

else 

{ 

  //se reia algoritmul 

  //pentru a obtine a doua ecuatie 

  nr=0; 

  { 
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    reset; 

    nr = nr+1; 

   

    //se aplica transformarea Hadamard 

    H(x); 

    //se aplica transformarea Uf 

    CNot(y[1],x[0]); 

    Not(y[2]); 

    CNot(y[2],x[0]); 

    B(x[2],x[1],y[2]);   

    //se aplica transformarea Hadamard 

    H(x); 

    //se masoara registrul x 

    measure x,m2; 

    print "A doua valoare determinata este: ", m2; 

  } until ((m2!=0) and (m2!=m1)) or (nr==20); 

   

  if (m2==0)  or (m2==m1) 

  { 

    print " S-a masurat zero sau o valoare egala cu prima!"; 

  } 

} 

} 

 

6.2 Mersul cuantic pe un hypercub 

În continuare este prezentată implementarea în QCL a algoritmului pentru mersul 

cuantic pe un hipercub de dimensiune 4 cu moneda Hadamard și starea inițială 

|00|0000, precum și implementarea QCL a porții (Controlled)
m
-NOT [Bărîlă 2015b]: 

 
procedure walk4(int steps) { 

  qureg c[2]; //coin register 

  qureg v[4]; //vertices register 

  int i; 

  int m1; 

  int m2; 

  for i=1 to steps { 

    H(c); //Hadamard coin 

    //the first gate 

    Not(c);  

    CCNot(c[0],c[1],v[3]); 

    Not(c); 

    //the second gate 

    Not(c[1]); 

    CCNot(c[0],c[1],v[2]); 

    Not(c[1]); 

    //the third gate 

    Not(c[0]); 

    CCNot(c[0],c[1],v[1]); 

   Not(c[0]); 
    //the last CCNOT gate 

    CCNot(c[0],c[1],v[0]); 

  } 

  measure c,m1; 

  measure v,m2; 

  print "m1 = ",m1, " m2= ", m2;   

} 
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operator CmNOT(int m, qureg x, qureg y) { 

  qureg a[m-1]; //ancilla qubits  

  int i; 

  CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

  for i=3 to m { 

    CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

  for i=m to 3 step -1 { 

    CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

  CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

} 

 

6.3 Algoritmul de căutare bazat pe mersul cuantic pe 

un hypercub 

Implementarea în QCL a operatorului monedă pentru algoritmul de căutare bazat 

pe mersul cuantic pe un hipercub de dimensiune 4:  

 
operator CmRx(int m, qureg x, qureg y) {//(controlled)m-rotation 

   qureg a[m-1]; //ancilla qubits  

   int i; 

   CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

   for i=3 to m { 

      CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

   Matrix4x4(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,-1,a[0]&y[0]); 

   for i=m to 3 step -1 { 

      CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

   CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

} 

operator CmG(int m, qureg x, qureg y) {//(cpntrolled)m-Grover 

   qureg a[m-1]; //ancilla qubits  

   int i; 

   diffuse(y); 

   Not(x); 

 

   CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

   for i=3 to m { 

      CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

   Matrix8x8(1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 

             0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 

             0,0,0,0,-0.5,0.5,0.5,0.5,0,0,0,0,0.5,-0.5,0.5,0.5, 

             0,0,0,0,0.5,0.5,-0.5,0.5,0,0,0,0,0.5,0.5,0.5,-0.5,a[0]&y); 

   for i=m to 3 step -1 { 

      CCNot(x[m-i],a[m-i+1],a[m-i]);} 

   CCNot(x[m-1], x[m-2], a[m-2]); 

   Not(x); 

} 

operator coin(int m, qureg x, qureg y) 

{ 

    CmRx(m,x,y); 

    CmG(m,x,y); 

} 

Operatorul de mutare este același ca în algoritmul pentru mersul cuantic pe un 

hypercub. 
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7 Concluzii și contribuții 

7.1 Contribuții 

 

Pentru elaborarea tezei s-au parcurs o serie de etape absolut necesare aprofundării 

problematicii domeniului de cercetare al tezei 

1. Analiza unor algoritmi cuantici (algoritmul lui Deutsch, algoritmul lui 

Bernstein-Vazirani, algoritmul lui Simon, algoritmul lui Grover, algoritmul lui 

Shor, algoritmul de căutare cu soluții multiple, algoritmul pentru determinarea 

valorii minime dintr-un set). 

2. Sinteza simulatoarelor cuantice existente. 

3. Analiza mersurilor cuantice. 

4. Analiza în detaliu a algoritmului de căutare bazat pe mersuri cuantice 

5. Analiza în detaliu a numărului optim de iterații și a distribuției de probabilitate 

pentru elementele marcate și pentru cele nemarcate în algoritmul de căutare 

cuantică al lui Grover. 

 

Contribuțiile originale ale tezei constau în 

1. Analiza în detaliu a transformării oracol în problema lui Simon și propunerea 

unor circuite cuantice în problema lui Simon pentru diferite dimensiuni ale 

registrului. A fost propusă o nouă poartă cuantică pe 3 qubiți a,b,c care modifică 

starea qubitului al treilea dacă a XOR b.  

2. Implementarea algoritmului lui Simon într-un limbaj de programare cuantică. 

3. Analiza comparativă a distribuției de probabilitate a mersurilor cuantice discrete 

pentru diferite stări inițiale ale sistemului cuantic. 

4. Propunerea unor circuite cuantice pentru mersuri cuantice pe hipercuburi. 

5. Simularea mersurilor cuantice pe hipercuburi utilizând limbajul de programare 

cuantică QCL 

 

 

7.2 Diseminarea rezultatelor 

Rezultatele și contribuțiile prezentate în această lucrare au fost concretizate prin 

publicarea și prezentarea următoarelor lucrări științifice: 

  

 Conferință internațională indexată IEEEXplore  

1. Adina Bărîlă, From classical computing to quantum computing, Proceedings of the 

12
th

 International Conference on Development and Application Systems, May 15-17, 

2014, ISBN: 978-1-4799-5095-9, pag. 184-189 

 Jurnal B+ indexat în EBSCO, DOAJ, ICAAP, Zentralblatt Math, Copernicus 
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2. Adina Bărîlă, Quantum computing – a new implementation of Simon algorithm for 

3-dimensional registers, Journal of Applied Computer Science & Mathematics, No. 

19(9), pp. 23-30, 2015, ISSN: 2066-4273 

 Conferință internațională indexată EBSCO 

3.Adina Bărilă, Quantum circuits for quantum walks on the hypercube, Proceedings 

of the 29
th

 International conference InfoTech-2015, September 17-18, Bulgaria 

 

 Jurnal indexat în EBSCO, DOAJ, RePEc, SCIPIO 

4. M. Danubianu, T. Socaciu, A. Bărîlă, Toward a distributed data mining system for 

tourism industry, Annals of Faculty of Economics, 4(1), 922-926, Oradea, 2009 

 

 Jurnal indexat în EBSCO, DOAJ, RePEc 

5. M. Danubianu, T. Socaciu, A. Bărîlă, Some aspects of data warehousing in tourism 

industry, The USV Annals of Economics and Public Administration, Vol 9, No 1(9), 

2009, pp 290-296 

 

 Conferință națională 

6.Adina Bărîlă, Simulation of quantum computations on classical computers, UGAL 

INVENT,“Dunarea de Jos” University of Galati, România, 8 – 10 October 2014 

7.Adina Bărîlă, Implementarea algoritmilor cuantici – studiu de caz,  Sisteme 

distribuite, Editia a XII-a, Suceava, 17 decembrie 2014 

 

8.Adina Bărîlă, Suceava,  Factoring in Quantum Computing, Sisteme distribuite, 

Editia a X-a, Suceava,  decembrie 2012 

 

 

7.3 Direcții viitoare de cercetare 

 

Domeniul calculului cuantic este un domeniu nou. Algoritmii prezentați au arătat 

potențialul imens al acestui nou tip de calcul.  

Se pot lua în considerare următoarele direcții de cercetare: 

 propunerea unor circuite pentru mersuri cuantice pe diferite structuri 

 implementarea algoritmilor de căutare utilizând mersuri cuantice pe diferite 

structuri  

 dezvoltarea de noi algoritmi cuantici care să aducă îmbunătăţiri considerabile faţă 

de algoritmii clasici de căutare 

http://seap.usv.ro/annals/ojs/index.php/annals/article/viewArticle/180
http://seap.usv.ro/annals/ojs/index.php/annals/article/viewArticle/180
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